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AVERTISSEMENT.

Depuis la premiere Edition de cet Ouvrage, j’ai publié en
1882, dansles Nouyelles Annales de Mathématiques, deux arti-
cles (") relatifs a I'enseignement de la Géomélrie descriptive.

J'ai proposé d’'introduire dans les Eléments les procédés
pratiques employés parlesIngénieurs:les plans de projection,
et par suite laligne de terre, n’interviennent que par leurs di-
rections. Ce systéme a été immédiatement adopté dans plu-
sieurs lycées de Pal*ié, enRussie, en Belgique, enPortugal, etc.,
et je I'ai naturellement suividans cette nouvelle Edition.

Le plan général de mon Cours ressort clairement de la

Table des matiéres. La Géomelrie cinématique (*) est exposée

(1) Ces articles ont été réunis dans une brochure intitulée : Premiers ¢lements
de la Géometrie descriptive. Cette brochure a été traduite en langue russe par
M. le professeur Liguine, de I'Université d’Odessa.

(%) Lorsqu’a paru la premiére Edition de cet Ouvrage, M. Resal a inséré dans
les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences une Note sur les differentes
branches de la Cinématique, dont je citerai ce passage : « M. Mannheim, par
de nomrebuses et intéressantes applications, a montré que 'emploi des pro-
positions élémentaires de la Géométrie cinématique constitue une méthode
nouvelle d'une véritable originalité.

» La Géométrie cinématique de M. Mannheim n’est pas simplement la par-
tie géométrique de la Cinématique telle qu’on I'étudiait jusqu’ici. Elle consi-
» dére en outre les figures mobiles de formes variables, comprend aussi la
recherche des propriétés relatives aux figures de forme invariable pour les-
quelles le déplacement n’est pas absolument défini. ...

» Comme dans cette courte Note je n’ai eu pour objet que de fixer quelques
définitions, je n’insiste pas sur la valeur du Livre de M. Mannheim. Qu’il me
soit pourtant permis de dire que, a mon point de vue, ce beau Travail établit
un point de repére important dans I'histoire de la Science. »

P



VI AVERTISSEMENT.

en plusieurs Parties donnant lieu chacune a un certain nom-
bre d’applications. C’est ainsi, par exemple, qu’aprés avoir
étudié le déplacement d’un plan dansl’espace, j’arrive acon-
struire la normale ala surfacede 'onde et, par suite, jetrouve
les points coniques et les plans tangents singuliers de cette
surface.

On doit remarquer que j’ai conservé a la Géometrie cine-
matique le role prépondérant que je lui avais donné et qui
m’avait permis, avantage trés précieux, d’apporter V'unité de
meéthode dans les démonsirations.

Cette Edition contient de nouvelles applications de
Géometrie cinématique extraites, comme presque tous les
Suppléments, de mes travaux personnels; elle renferme en
outre des modifications nombreuses et d’importantes addi-
tions. ’

Ainsi, j’ai ajouté I'étude du conoide de Pliicker, cette sur-
face du troisicme ordre si utile dans la théorie des dépla-
cements d’une figure assujettie a quatre conditions; j’ai in-
troduit dans la théorie de la courbure des surfaces le point
que j’ai appelé point représentatif d’'un élément de surface
réglée, dont le premier j'ai fait usage, et qui m’a permis
d’exposer trés simplement cette théorie. Ete.

Comme on le voit par le titre de mon Cours, les lecons
proprement dites comprennent les Eléments de la Géoméirie
cinématique; mais ce Livre, dans son ensemble, peut tenir
lieu d’'un Ouvrage spécial de Geometrie cinematique, grace i
ses nombreux Suppléments et aux indications bibliographiques
quisont données lorsque les questions traitées, ou a étudier,

auraient exigé trop de développements.




PREFACE DE LA PREMIERE EDITION.

Aprés quinze années de professorat, pendant lesquelles je
me suis efforcé sans cesse d’améliorer et de compléter mon
enseignement, je me décide a publier ce Livre.

1l contient les Legons que jai faites i ' Ecole Polytechnique
pendant I’hiver 1878-1879.

En les reproduisant pour ainsi dire sans modification,
jai Pespoir de leur laisser une forme plus vivante que si
yavais recherché une rédaction concise.

On sait que les éleves admis a I'Ecole Polytechnique sont
déja familiarisés avec les Eléments de la Géométrie descrip-
tive. Il est donc nécessaire de posséder ces Eléments en
commencant la lecture de cet Ouvrage; de méme que, pour
la suite, il faut se reporter aux notions que les éleves

acquierent dans le Cours d’Analyse.

Cet Ouvrage est divisé en deux Parties.

La premiere contient I'étude des différents modes employés
pour la représentation des corps. Ceux-ci sont supposés ter-
minés par les surfaces les plus simples, ¢’est-a-dire les sur-
faces planes, cylindriques, coniques, sphériques ou les sur-
faces du second ordre.



VI PREFACE DE LA PREMIERE EDITION.

Aprés une Legon surles ombres et une autre sur les projec-
tions cotées, commence I’étude des différentes perspectives.

Jai conservé sans aucun changement le trait de perspective
que M. de la Gournerie, auquel j’ai eu '’honneur de succéder
a I'Ecole, avait adopté pour la perspective conique et qu’il a
exposé dans son excellent Traité de Perspective linéaire (*).

Pour profiter de cette premiere Partie du Cours, une
simple lecture ne saurait suffire : il est indispensable d’y

joindre le tracé de nombreuses épures.

Les surfaces que 1'on rencontre le plus fréquemment dans
la pratique, telles que les surfaces réglées, les surfaces de
révolution et les surfaces hélicoidales, sont traitées dans la
deuxieme Partie.

C’est aussi dans cette deuxiéme Partie que se trouvent les
¢léments de la Géometrie cinématique, exposés didactique-
ment pour la premiére fois.

Voici comment j’ai été amené a entrer dans cette voie nou-
velle.

En 1867, le Conseil de perfectionnement de I'Ecole Pbly-
technique, sur la proposition éclairée et libérale du général
Fave, qui commandait alors I'Ecole, accorda aux professeurs
la faculté de modifier leur enseignement.

Profitant de cette latitude, j’aicommencé, dés cette époque,
i faire usage de plusieurs propriétés relatives aux déplace-

ments des figures; j’en ai successivement ajouté d’autres.

(1) Je saisis cette occasion pour exprimer publiquement toute ma grati-
tude & M. de la Gournerie, qui, avec la plus grande bienveillance, m’a beau-
coup aidé au début de mon enseignement en voulant bien me communiquer
ses programmes détaillés et ses notes.



PREFACE DE LA PREMIERE EDITION. IX

Ce sont des propriétés de cette nature que j'ai groupées
dans mon Cours sous le nom de Géometrie cinématique.

Dans des Mémoires divers et de nombreuses Notes, pré-
sentés & I"Académie des Sciences, j'avais préparé, depuis
longtemps, les matériaux de cette branche particuliere de la
Géométrie. La plupart de ces travaux sont coordonnés dans
cet Ouvrage; ainsi réunis ils forment, a proprement parler,
un corps de doctrine.

Tandis que la Cinématique a pour objet I'étude du mouve-
ment indépendamment des forces, la Géometrie cinématique
a pour objet I'¢tude da mouvement indépendamment des
forces et du temps ().

1l s’agit bien la du déplacement des figures et non du
mouvement tel qu’il est considéré en Mécanique, car a ce

dernier point de vue « ... il n’y a réellement mouvement que

(1) Qu'on me permette de rappeler les noms de trois illustres géometres
francais que j'aime & citer :

AMPERE, qui a distingué dans la Mécanique la branche particuliere qu’il
a nommée Cincmatique;

PonciLET, qui a créé magistralement I'Enseignement de la Cinématique
4 la Sorbonne en 1838;

M. Cuastes, dont les beaux travaux de Géomélirie ont notablement con-
tribué aux progrés de la Cinématique.

Grice a ces maitres, cette branche de la Science est maintenant univer-
sellement étudiée, des chaires spéciales ont 6té6 fondées, de nombreux
Ouvrages ont été publiés. Parmi ceux-ci je me borne a signaler I'important
Traité de Cinematique pure de M. RESALL.

A son tour la Geometrie cinématique (*) doit étre séparée de la Cinéma-
tique proprement dite, ot un bel avenir me semble aussi lui étre réservé.

(*) « Non seulement les questions du déplacement d’une figure sur le plan ou dans
Pespace se rattachent & la Cinématique...., mais elles forment méme les éléments natu-
rels de cette partie de la Mécanique. » ( GuasLes, Comptes rendus des séances de I’ A ca-
démie des Sciences, t. LI, p. 855.)



X PREFACE DE LA PREMIERE EDITION.

» quand, I'idée dutemps pendant lequel a lieu le déplace-
» ment étant jointe a celle du déplacement lui-méme, il en
» résulte la notion de vitesse plus ou moins grande avec
» laquelle il s’opere... (') ».

En employant d’'une maniére systématique des propriétés
qui concernent les déplacements des figures, comme procédé
trés simple de démonstration, je suis arrivé a constituer une
nouvelle méthode géométrique au moyen de laquelle j’ai pu
résoudre des problemes jusqu’ici réservés al’Analyse infinité-
simale.

Ces propriétés, d’ailleurs intéressantes en elles-mémes, et
qui sont d’une application immédiate en Mécanigue, m’ont
également permis de faire une Legon d’Optique géometrique.
Jai ainsi cherché a réunir tout ce qui, dans les Cours de
Mécanique et de Physique, est relatif & la Géométrie; car ce
n’est qque par une liaison bien entendue des différents Cours
de I'Ecole que I'enseignement général de cette grande Insti-
tution peut présenter une certaine unité.

Les Applications de la Géométrie cinématique 4 la Géo-
métrie descriptive concernent le raccordement des surfaces
réglées, la théorie de la courbure des surfaces, I'étude des
surfaces de vis a filet triangulaire ou carré et enfin certains
problemes relatifs aux surfaces réglées générales.

Toutes ces Applications, ainsi que celles dontil est question
plus loin, sontle fruit de mes recherches personnelles ; elles
sont présentées dans cet Ouvrage sous une forme appropriée
a I'enseignement.

Jai ajouté a plusieurs Lecons des Suppléments qui ren-

(1) AMPERE, Essai sur la philosophie des Sciences, p. 69.
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ferment quelques développements relatifs a la théorie des
surfaces et montrent I'utilité des surfaces que j'ai appelées
normalies.

Dansd’autresSuppléments, j'aidonné diverses Applications
de Géomeétrie cinématique, afin de faire mieux connaitre et
de propager une méthode féconde qui me semble digne de
I'attention des géomeétres.

La derniére Lecon est consacrée aux surfaces topographi-

ques et & leur emploi pour la représentation des Tables.

Tout en me conformant au dernier programme arrété par
le Conseil de perfectionnement, j’ai donc agrandi ma tache, et
mon Cours comprend non seulement I’ Ar¢ du trait, mais tout
I’ Ensergnement géometrique de I'Ecole.

La partie théorique est ainsi plus développée; mais je me
suis rappelé ce que disait I'illustre Lamé en 1840 dans la

Préface de la deuxiéme édition de son Cours de Physique
« Les études suivies A 'Ecole Polytechnique sont loin d’étre
» uniquement destinées 4 faire connaitre une suite de cal-
» culs, de formules, de figures, de phénoménes physiques
» et chimiques. Leur utilité principale est d’exercer cette
» faculté de l'intelligence & laquelle on donne le nom de

» raisonnement. »
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Définitions relatives aux dessins d’Architecture ou de Machines. — Définitions rela-
tives aux ombres. — Nature de la ligne de séparation d’ombre et de lumiére pour
les surfaces les plus simples. — Méthodes générales pour la détermination des
ombres : — méthode des plans sécants, — méthode des plans tangents, — méthode
des projections obliques. — Points brillants.

Définitions relatives aux dessins d’Architecture ou de Machines. —
Les différentes projections orthogonales employées pour les dessins
d’Architecture ou de Machines prennent des noms particuliers que
nous allons définir.

On donne le nom d’élévation a la projection d’une facade d’un
édifice sur un plan vertical paralléle aux arétes horizontales de cette
facade.

L’ensemble de la section faite par un plan horizontal, situé a une

certaine hauteur au-dessus du sol d’un étage d’un édifice, et de la
1
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projection sur ce plan des objets placés au-dessous de lui porte le
nom de plan. Pour I'indication compléte de ladisposition intérieure
de I'édifice, on fait autant de plans qu’il y a d’étages.

La section par un plan vertical, mené perpendiculairement a la
direction des grandes arétes horizontales d’une des facades, est
appelée coupe. On distingue les coupes longitudinales et les coupes
transversales, et 'on a soin, comme pour le plan, de projeter sur le
plan sécant les objets placés derriére ce plan relativement au spec-
tateur.

Lorsqu’il s’agit du dessin des Machines, on a encore des éléca-
tions et un plan, mais le plan est une projection horizontale de
I’ensemble de la machine; le plan sur lequel on projette n’est pas
un plan sécant. Les plans, les élévations et les coupes portent le
nom de figures géométrales.

Si Pon veut compléter le tracé linéaire de maniére a le transfor-
mer en une figure faisant image, on ajoute des teintes et des ombres.
Il est évident que, si une circonférence de cercle est tracée sur le
dessin d’une élévation, on ne sait pas ce que représente cetle
figure ; mais, sil’on y ajoute des ombres et des teintes, on peut
parfaitement montrer s’il s’agit d’une demi-spheére en relief ou
d’une demi-sphére en creux.

Définitions relatives aux ombres. — Occupons-nous des ombres
dans la méthode des projections orthogonales, en supposant que le
corps lumineux est réduit a un point.

Lorsque les rayons lumineux sont paralléles, on suppose que
leur direction est celle de la diagonale d’un cube dont une face est
paralléle au plan vertical de projection et une autre face paralléle au
plan horizontal de projection. Le cube, placé comme nous venons
de l'indiquer, est représenté (fig. 1) en projection verticale el en
projection horizontale par deux carrés égaux entre eux. La projec-
tion d’une diagonale du cube est, sur chacun des plans de projec-
tion, une diagonale de ces carrés. On voit alors que les projections
d’un rayon lumineux sont des droites faisant un angle de 45° avec
la direction de la ligne de terre (*).

(*) Je rappelle que le plan horizontal de projection est toujours supposé au-des-
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Donnons maintenant quelques définitions relatives aux ombres.

Un corps de dimensions finies recoit des rayons lumineux; il est
éclairé par ces rayons et les intercepte; les différents points situés
dans le prolongement de ces rayons ne sont pas éclairés et sont
dits dans I’ombre. Les rayons qui sont ainsi interceptés par le corps
sont renfermés dans une suite de rayons dont nous allons’examiner
la situation.

Pour cela, prenons en particulier un rayon lumineux. Supposons
qu'il traverse le corps; il y a un point d’entrée et un point de sor-
tie. Transportons ce rayon lumineux de fagon que le point d’entrée
et le point de sortie se confondent. Ce rayon particulier, sur lequel

TFig. 1.

==

il y a maintenant deux points confondus, est tangent a la surface
qui limite le corps; s'il s’appuie sur laligne d’intersection de deux
surfaces, on peut aussi le considérer comme étant une tangente.

L’ensemble des rayons qu’on peut obtenir ainsi, et sur chacun
desquels il y a deux points confondus, constitue ce que 'on appelle
le cone d’ombre ou le cylindre d’ombre, et le lieu des points
qu’on obtient en considérant sur chacun de ces rayons le point qui
représente la réunion des deux points dont nous venons de parler
est la ligne de séparation d’ombre et de lumiére, qu’on appelle
encore ligne d’ombre propre.

sous de Pobjet & représenter et que le plan veriical est éloigné au dela de cet ob-
jet par rapport au spectateur.

La situation des plans de projection n’étant pas fixée, leur intersection, c’est-
a-dive la ligne de terre, est indéterminde.

Je ne trace pas cette droite sur les épures, mais sa direction est connue, puis-
qu’elle est perpendiculaire a la droite qui joint les deux projections d’un méme
point de Pespace. Nous parlerons de la direction de la ligne de terre, comme si
cette droite était tracée.
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Si 'on prolonge les rayons lumineux qui forment le cone
d’ombre, leurs traces sur une nouvelle surface déterminent une
ligne a laquelle on donne le nom de ligne d’ombre portée.

Prenons une surface et imaginons d’un point lumineux s ( fig. 2)
des rayons tangents a cette surface; nous avons pour chacun de ces
rayons lumineux un point de contact; en réunissant ces points de
contact @, b, ¢, nous obtenons la ligne d’ombre propre. Au point
@, par exemple, le plan tangent au cdne d’ombre est le plan déter-
miné par la génératrice sa et parla tangente en « a laligne d’ombre
propre. Mais ces deux droites sont tangentes & la surface éclairée;
par conséquent, le plan tangent en @ au cOne est le plan tangent
en @ a la surface. Nous voyons donc qu’aux différents points de la
ligne d’ ombre propre le cone et la surface ont les mémes plans tan-

Fig. 2.

gents. On dit alors que le cdne d’ombre est circonscrit a la sur-
face qui limite le corps éclairé.

Il est important de remarquer que le cone d’ ombre est formé,
en général, de surfaces différentes, et que la ligne de séparation
d’ombre et de lumiére n’est pas une ligne continue.

Prenons, par exemple, une surface polyédrale, c’est-a-dire ter-
minée par des plans; nous allons voir bien nettement que, lorsqu’on
suit la ligne d’ombre propre, on est obligé de quitter une ligne pour
passer & une autre qui ne rencontre pas celle-ci.

Soient deux murs verticaux se coupant & angle droit (fig. 3).
Placons I'un de ces murs parallelement au plan vertical de projec-
tion, et supposons qu’il y a, formant moulure, un bandeaw en
pierre. Prenons les rayons lumineux dirigés comme il a été dit
précédemment et cherchons I'ombre portée par l’ensemble des
deux murs et du bandeau sur le plan horizontal (H').

S’il n’y avait pas de bandeau, 'ombre portée serait limitée a
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lombre portée par la verticale projetée au point . Cherchons
Pombre portée par le bandeau. L’ombre portée par le segment
vertical 0'c’ est b,cy; la perpendiculaire au plan vertical qui se
projette en &' a pour ombre portée la perpendiculaire a la ligne
de terre qui passe par le point b,; cette droite rencontre la ligne
d’ombre portée par la verticale @ en un point m,; le rayon lum:-
neux qui a pour trace m, est projeté verticalement suivant 70’ :
il rencontre & la fois l'aréte d’'intersection des deux murs et
la perpendiculaire au plan vertical menée par le point /. De
méme, sinous prenons 'ombre de 'horizontale paralléle au plan
vertical de projection qui passe par ¢, nous obtenons la paralléle
a la ligne de terre menée & partir du point ¢, ; cette droite ren-
contre la ligne am, en un point n,, qui est sur (H') la trace d’un

rayon qui rencontre au point p’ 'aréte verticale du mur et au point
7' I'horizontale qui passe par le point ¢'.

Nous pouvons maintenant suivre la ligne de séparation d’ombre
et de lumiére. Si nous partons du point le plus haut de l'aréte
d’intersection des deux murs, nous avons la portion de cette ligne
qui vient se terminer au point m' et qui porte son ombre sur le
plan horizontal (H').

Au-dessous de m/, le mur est bien éclairé, mais I'ombre n’est
pas portée sur le plan (H') : elle est portée sur le plan horizontal
qui termine le bandeau a sa partie supérieure.

Arrivé en m/, le rayon lumineux rencontre la perpendiculaire au
plan vertical projeté en 4'; & partir de ce point de rencontre, qui
est projeté horizontalement au point , la ligne de séparation
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d’ombre et de lumiére est le segment compris entre ce point d et
le point 4. Le rayon lumineux continuant a se déplacer s’appuie
le long de la verticale 0'c’ et vient se retourner sur I'horizontale
cn'. A partir de 1a, il y aligne de séparation d’ombre et de lumiére
sur la moulure et ombre portée sur le mur. Enfin, sur Paréte du
mur, ¢’est & partir du point p’ que nous devons continuer Ja ligne
de séparation d'ombre et de lumiére.

Cet exemple montre bien comment, lorsqu’un corps est terminé
par un ensemble de surfaces, il importe de suivre laligne de sépa-
ration d’ombre et de lumiére et de bien voir comment on délimite
le contour de I"'ombre portée.

A loccasion de cet exemple, faisons quelques remarques.

En projection horizontale I’'ombre portée par une verticale est
toujours une ligne paralléle a la projection horizontale du rayon
lumineux, quelle que soit la surface sur laquelle se trouve 'ombre
portée. Ainsi, dans 'exemple précédent, 'aréte verticale a porte
son ombre sur le plan supérieur de la moulure, puis sur le plan
(H"), et, en projection horizontale, on a une seule et méme ligne qui
se continue.

Remarquons également qu’un plan mené parallélement au rayon
lumineux a pour trace, sur une surface quelconque, une ligne qui
est 'ombre portée d'une ligne quelconque tracée sur ce plan. Nous
ferons bient6t usage de cette remarque.

Nature de la ligne de séparation d’'ombre et de lumiére pour les sur-
faces les plus simples. — S1 le corps est terminé par des plans, la
ligne de séparation d’ombre et de lumiére se compose d’une suite
de droites, comme nous venons de le voir, et, au lieu d'un céne
d’ombre, on a une pyramide d’ombre.

Sile corps est terminé par une surface cylindrique ou par une
surface conique, la ligne de séparation d’ombre et de lumiére se
compose de génératrices de ces surfaces, et le cone d’ombre se
compose de plusieurs plans.

S’il s’agit d’une sphére, la ligne de séparation d’ombre et de lu-
miere, dans le cas d’'un point lamineux, est un petit cercle, et le
cone d’ombre est un cone de révolution.

Examinons le cas ot la surface qui limite le corps est une sur-
face du second degré. Considérons une surface & centre, le corps
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lumineux étant réduit & un point, et démontrons que la ligne
d’ombre propre est une ligne plane dont le plan est conjugué
du diamétre qui passe par le point lumineuzx.

Par le point lumineux s et le centre o de la surface, menons un
plan sécant; il coupe la surface suivant une conique acbh ( fig. 4).
Nous oblenons deux points de la ligne d’ombre propre en pre-
nant les points de contact @, b des tangentes a cette courbe issues
du point lumineux s. Menons la corde ab, et joignons le point s au
point o par une droite qui rencontre la courbe au point ¢ et ia

corde au point d. Nous savons que I'on a toujours od < os= oc ,
et que la corde ab est paralléle & la tangente c¢ a la courbe. Nous
pouvons conclure de 12 que, quel que soit le plan sécant mené par
la droite os, le point d est toujours le méme. Quel que soit le plan
sécant, nous avons donc & mener a partir du point d une parallele

Fig. 4.

a une tangente en ¢ pour obtenir une corde de contact telle que
ab. Toutes les tangentes en ¢ appartiennent au plan tangent en ce
point & la surface du deuxiéme degré, et ensemble des paralléles
a ce plan menées a partir du méme point d constitue le plan de la
courbe d’ombre. Nous voyons, en oulre, que ce plan est conjugué
de la direction os, puisqu’il est paralléle au plan tangent en c.
Lorsque le point s est a Dinfini, le plan de la courbe d’ombre
passe par le centre; et, si la surface du deuxiéme degré est dépour-
vue de centre, le plan de la courbe d’ombre est paralléle a l'axe.

Méthodes générales pour la détermination des ombres. — Aprés
avoir indiqué la nature des lignes d’ombre lorsque les surfaces
considérées sont des surfaces cylindriques, coniques, sphériques
ou du second ordre, nous allons parler des procédés généraux em-
ployés lorsqu’il s’agit de surfaces quelconques.

Les procédés que nous allons exposer sont toujours les mémes,
quel que soit le mode de représentation; les tracés seuls différent.
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Méthode des plans sécants. — On distingue d’abord ce qu’on
appelle la méthode des plans sécants. Par le point lumineux on
méne des plans qui coupent, suivant certaines lignes, la surface
qui limite le corps éclairé; dans chacun de ces plans on méne par
le point lumineux des tangentes a ces lignes; les points de contact
qu'on détermine ainsi peugent appartenir a la ligne d’ombre. Je
dis qu'ils peuvent appartenir, parce que nous allons voir quil y
a lieu de choisir parmi les points de contact ceux qui forment la
ligne de séparation d’ombre et de lumiére.

Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par
la rotation du contour abe ( fig. 5) autour de la droite s¢; I'inté-
rieur du corps est entre le contour et l'axe, et le point lumineux
est placé en s sur I'axe. Quel que soit le plan mené par le point s
et par l'axe de révolution, nous avons toujours comme inter-
section une ligne méridienne. Nous devons, d’aprés ce qui a été

Fig. 5.

dit, mener des tangentes & cette courbe de section : nous obtenons
ainsi les points de contact @, b, ¢. Si nous prenons les points ana-
logues situés dans tous les plans méridiens, le lieu des points @
est la circonférence qui se projette suivant la perpendiculaire &
'axe menée par le point a; de méme pour le point & et pour le
point c¢. 1l résulte de la disposition des points @, b, ¢ que la
partie éclairée est en avant du paralltle qui contient le point «,
et que tout le reste de la surface est dans I'ombre; par consé-
quent, les circonférences qui contiennent les points b ct les
points ¢ n’appartiennent pas a la ligne de séparation d’ombre et
de lumiére.

Sila tangente en a rencontrait le contour abe, on aurait sur le
corps éclairé une circonférence qui serait 'ombre portée par le
paralléle qui contient a.

Lorsque les rayons sont paralltles entre eux, on méne les plans
sécants parallelementa ces rayons lumineux; c¢’est ainsi qu’on pro-
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céde dans le dessin d’Architecture. Si, par exemple, on veut déter-
miner les lignes d’ombre propre et d'ombre portée qui sont rela-
lives & un chapiteau de colonne, on emploie des plans verticaux,
paralléles aux rayons lumineux.

Nous allons représenter un chapiteau de colonne et indiquer
sommairement comment on opére, dans ce cas, pour délerminer
les lignes d’ombre propre et d’ombre portée.

Supposons le chapiteau représenté ( fig. 6) par sa projection
verticale, et par sa projection horizontale (sur la figure nous n’in-
diquons pas cette derniére projection); coupons ce chapileau par
un plan vertical parallele au rayon lumineux; & l'aide des deux
projections, nous déterminons les lignes d’intersection de ce plan
sécant avec les différentes surfaces qui limitent le chapiteau.

Nous obtenons ainsi un contour 1, 2,3, .... Par les sommets
saillants de ce contour menons des paralléles au rayon lumineux.
La parallele au rayon lumineux menée du point 1 rencontre le con-
tour au point 1'; par ce point passe une ligne d’ombre portée.

Comme nous connaissons la nature de la moulure, nous pouvons
tout de suite mener par 1’ la paralléle a I'aréte de la moulure qui
contient 1, pour obtenir la ligne d’ombre portée.

Par le sommet saillant 2 menons une paralléle au rayon lumi-
neux; cette ligne rencontre le contour en un certain point 2/, qui
appartient a la ligne d’ombre portée. Nous menons ensuite une
tangente paralléle au rayon lumincux; elle rencontre le contour
au point 3/, qui est Pombre portée du point de contact 3; ce point
de contact appartient a la ligne d’ombre propre.

Sur la moulure appelée quart de rond, il y a a déterminer, au
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moyen d'un certain nombre de plans sécants, les différents points
de la ligne d’ombre portée, tels que 2/, et les points de la ligne
d’ombre propre, tels que 3.

On continue de la méme maniére pour achever la détermination
des ombres sur le chapiteau.

Méthode des plans tangents. — Nous ne ferons que citer la mé-
thode des plans tangents, qui sera développée plus tard.

Méthode des projections obliqgues. — Nous passons a la méthode
connue sous le nom de méthode des projections obliques. Précé-
demment, a l'occasion de 'ombre portée par deux murs, nous
avons, sans nommer cette méthode, fait usage du principe sur le-
quel elle repose. Nous allons maintenant exposer ce principe.

Fig. 7.
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Soient deux lignes A et B ( fig. 7). Nous voulons déterminer le
point de la ligne A qui porte son ombre sur la ligne B, et cette
ombre elle-méme sur la ligne B.

Pour cela nous faisons usage d’un plan auxiliaire (P), et nous
déterminons les ombres portées sur ce plan par les lignes A et B,
qu’on peut appeler les projections obliques de A et de B. Nous
obtenons une ligne A, et une ligne B,. 1l est clair que le point de
rencontre m, de ces deux lignes est la trace sur le plan (P) d’un
rayon lumineux qui rencontre les lignes A et B. Le point m ou ce
rayon rencontre la ligne A est le point qui porte ombre, et le
point ot il rencontre la ligne B est 'ombre portée sur cette ligne.

Ainsi le principe bien simple qui conduit, comme on le voit, &
déterminer 'ombre portée d’une ligne sur une autre se réduit a
ceci : On prend les projections obligues des deux lignes sur un
méme plan, et les points de rencontre de ces projections sont
les traces des projetantes qui rencontrent a la jfois les deux
lignes dont on s’occupe.
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Remarque. — Sil'on considére un point p de la ligne A et la
projection oblique p, de ce point sur le plan (P), la tangente en p
a la ligne A se projette obliquement suivant la tangente en p, a la
ligne A,, puisque cette droite est la trace sur le plan (P) du plan
tangent le long de pp, au cylindre projetant de A. (Nous exami-
nerons plus loin le cas ot la projetante est tangente a A.)

Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par
le contour @'¢’d’ tournant autour de la verticale o (fig.8) : nous

Fig. 8.

&
L

avons, pour projection horizontale, des circonférences concen-
triques (qui ne sont pas tracées sur la figure).

Cherchons 'ombre portée par le parallele a'd' sur la surface de
révolution engendrée par ¢'d’. Pour cela on prend 'ombre portée
par @'’ sur différents paralleles de cette surface de révolution, en
appliquant ce que nous venons de dire. Pour effectuer les con-
structions, nous cherchons les ombres portées par ces différents
paralléles, sur le plan horizontal (H'). Comme les plans de ces cir-
conférences sont paralléles au plan (H'), leurs ombres portées sont
des circonférences qui leur sont respectivement égales. La trace
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sur (H') de la paralléle au rayon lumineux menée par le centre
de @'b’ est le centre de I'ombre portée par ce parallele. De ce
point comme centre, avec un rayon égal au rayon de la circonfé-
rence a'0’, nous n’avons qu’a décrire une circonférence, et nous
avons 'ombre pertée par «'b' sur le plan horizontal (H'). De
méme pour les paralleles de la surface de révolution. En prenant
les points de rencontre de 'ombre portée par o' O’ avec les ombres
portées par ces différents paralleles et relevant ces points comme
nous venons de le dire, nous déterminons autant de points que
nous voulons de la courbe d’ombre portée par a’b' sur la sur-
face ¢'d’; en réunissant tous ces points, nous obtenons cette
courbe d’ombre portée.

Le procédé qui vient de servir & tracer la ligne d’ombre portée
conduit aussi & la détermination de la ligne d’ombre propre.

Supposons cette ligne connue, et prenons un paralléle qui la
rencontre en un point 72. En ce point 77/, le plan tangent a la sur-
face de révolution est parallele au rayon lumineux, et, d’aprés une
remarque précédente, la trace de ce plan sur le plan (H') est
Pombre portée par toutes les lignes contenues dans ce plan; en
particulier, ¢’est 'ombre portée par la tangente en m' au paralléle
et par la tangente en 7’ a la courbe d’ombre propre.

Puisque les ombres portées par ces deux courbes sont tangentes
a4 une méme droite en un méme poiht, il en résulte que ces deux
courbes ont pour ombres portées des lignes tangentes entre elles.

Il suffit donc de chercher les ombres portées par les différents
paralleles sur le plan horizontal (H'); on obtient une suite de
circonférences dont les centres sont sur la parallele menée du
point o & la projection horizontale du rayon lumineux. Dés lors,
on n’a qu’a tracer une courbe tangente & toutes ces circonférences
pour avoir la ligne d’ombre portée; chacun des points de contact
avec ces circonférences, étant relevé par une parallele au rayon
lumineux, détermine sur les paralleles eux-mémes des points tels
que m'. Plus tard, quand nous aurons parlé des courbes enve-
loppes, nous verrons qu’on peut dire que la ligne d’ombre portée
est ici 'enveloppe des ombres portées par les paralléles de la sur-
face de révolution.

Nous venons de chercherl’ombre portée sur un plan horizontal ;
mais, dans la méthode des projections obliques, le plan auxiliaire
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n'est pas nécessairement un plan horizontal. Cherchons, par
exemple, le point n’ de la courbe d’ombre portée situé sur la
ligne méridienne. Ce point est 'ombre portée par un certain point
de @'0'; nous avons donc & chercher 'ombre d’une ligne o' ' sur
une ligne ¢’ d’ située dans le plan méridien paralléle au plan ver-
tical de projection. Pour déterminer ce point, nous n’avons qu'a
prendre 'ombre portée par @'’ sur ce plan vertical; c’est une
ellipse qui rencontre ¢’d" au point cherché »’. Puisque le point 7’
est sur la ligne de contour apparent de la surface de révolution, la
courbe d’ombre portée est tangente en ce point a la ligne ¢'d’.

On démontre aisément qu’au point de rencontre p’ de la courbe
d’ombre propre et de la courbe d’ombre portée la tangente a la
courbe d’ombre portée est le rayon lumineux lui-méme.

Nous avons parlé de la méthode des projections obliques dans
le cas ot les projetantes sont paralléles & une méme direction ; tout
ce que nous avons dit s’applique au cas d’une projection conique,
c’est-a-dire lorsque les rayons lumineux partent d’'un méme point.

Points brillants. — Terminons ce qui est relatif aux ombres en
définissant les points brillants.

Lorsqu’on applique le lavis & un dessin, il y a certaines parties
des surfaces éclairées qu’on laisse sans teintes et qui entourent ce
qu’on appelle les points brillants. Considérons une surface polie
et réfléchissante représentée sur le plan vertical de projection, et
supposons qu’il existe un rayon lumineux qui soit réfléchi par cette
surface, de facon que ce rayon soit renvoyé dans la direction des
projetantes. Comme il s’agit ici du plan vertical de projection, et
que les projetantes sont des perpendiculaires & ce plan, il yaalors
un rayon lumineux qui est renvoyé de facon que dans le plan
normal, au point ou ce rayon rencontre la surface (I'angle d’inci-
dence étant égal a Pangle de réflexion), le rayon soit réfléchi per-
pendiculairement au plan vertical. Le point ol ce rayon rencontre
la surface est un point brillant.

Appelons R la direction des rayons lumineux, P la direction
d’une perpendiculaire au plan vertical de projection. Nous con-
naissons 'angle (P, R), et, en prenant la bissectrice de cet angle,
nous avons la direction de la normale N au point brillant. Un
point brillant est donc un point pour lequel la normale est pa-
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rallele a cette direction, ou encore, c’est un point ou le plan tan-
gent a la surface éclairée est parallele & un plan perpendiculaire
a N.

Ainsi, chercher un point brillant, ¢’est chercher le point de con-
tact de la surface qui limite le corps avec un plan tangent qui est
paralléle & une direction connue.

Au lieu d’un point brillant, on peut avoir une suite de points
britlants formant une ligne brillante; c’est ce qui arrive, par
exemple, pour les surfaces cylindriques et les surfaces coniques.

Voila ce qui est relatif aux ombres et aux procédés généraux
applicables dans tous les modes de représentation.

Nous avons donné quelques exemples, mais il est facile d’en
trouver d’autres. Ainsi, par la méthode des projections obliques,
on peut chercher 'ombre d'un segment de droite sur un tétraédre,
en déterminant 'ombre de la droite sur les différentes arétes du
tétraédre. On peut encore chercher 'ombre d’une droite sur une
surface conique en prenant l'ombre de la droite sur un certain
nombre de génératrices de cette surface; 'ombre d’un cOne sur
un autre cone, ce qui revient a prendre les intersections de ce
dernier cone et des plans d’ombre du premier.

Ce n’est qu’a la condition de s’exercer sur un grand nombre
d’exemples qu’on peut arriver a traiter facilement les problemes
concernant les ombres.

OO E——
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DEUXIEME LECON.

PROJECTIONS COTEES.

Méthode des projections cotées. — Problémes relatifs a la ligne droite et au plan.
Plan tangent a un cone. — Probléme d’ombre.

Méthode des projections cotées. — Lorsque I'étendue horizontale
de 'objet a représenter est d’une dimension beaucoup plus grande
que la hauteur des différents points de cet objet, on a sur le plan
vertical de projection des points trés rapprochés les uns des autres.
La lecture de cette projection verticale serait difficile, on ne
Pemploie pas; on fait usage de laseule projection horizontale dont
les différents points sont accompagnés de nombres indiquant leurs
hauteurs au-dessus d'un plan horizontal qu’on appelle plan de
comparaison. On a ainsi une projection cotée.

On a recours a la méthode des projections cotées pour la repré-
sentation des Fortifications; on 'emploie aussi en Topographie et
en Hydrographie. Dans le dessin des Fortifications, le plan de
comparaison est au-dessous de tous les points de I’ensemble a re-
présenter; dans ce cas, les hauteurs des points sont des altitudes.
D’une facon générale, le nombre que 'on place prés de la pro-
jection d’un point porte le nom de cote.

Problémes relatifs 4 la ligne droite et au plan. — Représentation
d’une ligne droite. — Une ligne droite est représentée par sa
projection et la cote de deux de ses points.

Soit (fig.9) la droite ab, qui est la projection sur le plan de
comparaison d’une droite de I'espace. La hauteur du point @ est
indiquée auprés de la projection de ce point; de méme pour le
point b. On doit ajouter, en outre, I'échelle du dessin a I'aide de
laquelle on peut mesurer les hautears marquées prés des projec-
tions des points de la figure.
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Graduer une droite. — Nous allons résoudre par la méthode
des projections cotées un certain nombre de probléemes élémen-
taires. Pour cela nous avons besoin de montrer comment on pré-
pare, pour ainsi dire, 'emploi d’une droite. Lorsqu’une droite doit
intervenir dans la solution d’un ‘probléme, on indique sur cette
droite, afin d’en faire usage plus facilement, les points dont les
cotes sont marquées par des nombres entiers. C'est ce que 'on ap-
pelle graduer une droite. Les points ainsi déterminés portent le
nom de points & cotes rondes.

Si, par exemple, nous voulons trouver le point ¢, dontla cote
est 3, nous n’avons qu'a établir cette proportion : la distance ac
ou z est & la différence de cote entre le point coté 3 et le point

Fig. 9.
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coté 2,25, c’est-a-dire 0,75, comme la longueur ab est & la diffé-
rence de cole entre 6,75 et 2,25, c’est-a-dire 4,50 :

ac ou x  ab
0,75 4,50

Nous connaissons la longueur ab mesurée a I’échelle du dessin;
au moyen de cette proportion, nous déterminons un certain
nombre z qui correspond a une longueur mesurée a 'aide de
‘échelle du dessin, et nous obtenons le point ¢ en portant cette
longueur & partir du point «.

Nous pouvons de méme déterminer le point d, pouar lequel la
cote est 4, par la proportion
cd ou x _ ab

I 4,50

Cette longueur cd, qui est, sur la projection de la droite, la
distance de deux points dont la cote différe de 1'unité, est ce qu’on
appelle I'intervalle.

L’intervalle étant déterminé, nous pourrions porter cet inter-
valle successivement sur la droite et nous aurions les points a cotes
rondes. Mais, lorsqu’il s’agit d'un tracé graphique, il ne suffit pas
de trouver le moyen théorique qui conduit & la solution du pro-
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bléme : il faut encore chercher parmi les constructions celle qui
donne le résultat le plus exact.

Dans la pratique, on opére ainsi : on détermine le point a cote
ronde le plus voisin de chacune des extrémités de la droite;
prés du point @, par exemple, on cherche le point coté 3, et prés
du point b le point coté 6; il ne reste plus alors qu’a partager la
distance comprise entre le point coté 3 et le point coté 6 en trois
parties égales, ce qui donne les points cotés 4 et 5. De cette
facon, la droite se trouve graduée.

Le procédé dont nous venons de faire usage pour graduer la droite
est celui que I'on désigne sous le nom de procédé arithmétique. 11
en existe un autre que 'on désigne sous le nom de procédé gra-
phigue.

Considérons ( fig. 10) le plan vertical qui projette la droite; il

Fig. 10.
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se projette tout entier suivant la droite ab. Supposons que, dans ce
plan, on méne une horizontale par le point « : c’est 'horizontale
qui a la méme cote que le point @, c’est-a-dire horizontale 2,25.
Faisons tourner ce plan vertical autour de cette horizontale 2,25
pour Pamener a étre paralléle au plan de comparaison; aprés le
mouvement de rotation, le point qul se projetait en b vient se
projeter au point b,, tel que la distance bb, égale la différence de
cote entre le point & et le point @, soit 4,50 mesurés a I’échelle
du dessin. On joint alors le point @ au point b ; puis on rameéne
sur cette ligne ab,, au moyen de paralléles & ab, les points a cotes
rondes rabattus sur bb,; ces droites rencontrent ab, en des
points qu’on projette sur @b, et I'on ales points a cotes rondes sur
la droite ab.

La hauteur du point b au-dessus du point @ étant mesurée par un
segment d’une dimension petite relativement a la longueur de ab,
les droites paralleles a «b rencontrent la ligne aby sous des angles
trés aigus. Le point de rencontre graphique de deux lignes qui se
coupent ainsi sous un angle aigu n’est pas suffisamment défini, et

2
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ce procédé graphique présente alors I'inconvénient de ne pas don-
ner la graduation de la droite avec assez d’exactitude.

Voici encore comment on peut opérer graphiquement. Du point
« on méne une droite auxiliaire. Sur cette droite et a ’aide d’une
échelle divisée, un double décimétre par exemple, on porte a par-
tir du point « des segments proportionnels aux segments a déter-
miner sur ab. Ces segments ont ici pour longueurs : ™™, 5, 10™™,
o™, ro™™, 7™ 5. On joint au point b Pextrémité du dernier
segment ainsi obtenu, et I'on méne des paralléles a cette droite par
les différents points marqués sur la droite auxiliaire. Ces paralléles
coupent ab aux points & cotes rondes demandés. Au point de vue
graphique, on doit choisir la direction de la droite auxiliaire et
l'unité de mesure des segments portés sur celte droite pour que les
paralleles employés coupent la droite @b sous un angle conve-
nable.

Au moyen d’une proportion analogue a celle dont nous avons
fait usage précédemment, on résout les problémes suivants :

Trouver la cote d’un point donné sur une droite.
Trouver sur une droite la projection d’un point dont la cote

est donnée.

Ces deux problemes se résolvent approximativement quand la
droite donnée est graduée.

Distance de deux points.— La distance entre les points « et b,
donnés par leurs projeclions cotées, est ab,, déterminée comme
on vient de le voir; on 'oblient facilement aussi par le calcul.

On appelle pente d’une ligne droile la tangente de I'angle que
cette droite fait avec le plan de comparaison. Dans ’exemple précé-

6,75 —192.95 1 , .
dent, la pente est 27272322 o4 encore —» cd étant intervalle.
ab cd

Si nous désignons l'intervalle par ¢ et la pente par p, nous
voyons que p < {=1. On exprime ce résultat en disant que la
pente et Uintervalle sont réciproques.

A l'aide d’'une proportion analogue a celle précédemment em-
ployée, on résout encore le probléeme suivant :

Graduer une droite dont on connait la projection, la projec-
lion cotée d’un de ses points, la pente, et le sens dans lequelon
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doit marcher sur la droite pour se rapprocher du plan de com-
paraison.

Par un point donné, mener une paralléle a une droite donnée.
— Soit un point coté 8 : on demande de mener par ce point une
parallele a la droite @b, qui est donnée par sa projection cotée.

Il suffit de mener par le point 8 une parallele & la ligne ab; on a
ainsi la projection de la droite demandée. A partir du point coté 8
on porte des segments égaux & U'intervalle de la ligne @b, et I'on
obtient les points a cotes rondes sur la ligne demandée. Il faut coter
ces points de facon que cette ligne se rapproche du plan de com-
pafaison comme la droite donnée.

Représentation d’un plan. — On représente un plan a I'aide
d’une de ses lignes de plus grande pente dont on donne la projec-
tion cotée. A coOté du trait qui représente la projection de cetle
ligne de plus grande pente on ajoute un trait paralléle et d’égale
force : on obtient ainsi ce que 'on appelle I'échelle de pente du
plan. Cette échelle permet de tracer une horizontale quelconque
duplan; en la donnant, on évite donc de faire le tracé des horizon-
tales du plan.

Lorsqu’un plan fait partie d’une constraction, on I'indique sim-
plement par son échelle de pente ; mais, si ¢’est un plan existant, on
indique en outre le contour de la portion plane qu’on veut repré-

senter.
Un pointd’un plan donnéest connu parsa projection : trouver
sa cote. — Pour cela, par le point donné on méne une perpendicu-

laire & U'échelle de pente du plan, c’est-a-dire une horizontale de
ce plan. Tous les points de cette droite ayant la méme cote, on n’a
qu’a prendre la cote du point de I'échelle de pente située sur cette
horizontale pour avoir la cote du point donné.

Par trois points donnés faire passer un plan. — Soient
(fig. 11) le point a coté 2,25, le point b coté 4,50 et le point ¢
coté 6,75. Joignons par une droite le point @, qui est le plus rappro-
¢hé du plan de comparaison, au point ¢, qui en est le plus éloigné;
puis cherchons entre le point @ et le point ¢ le point qui a laméme
cote (4,50) que le point b5 en joignant ce point au point b, nous
avons I'horizontale du plan demandé. Nous pouvons alors tracer
'é6chelle de pente de ce plan, perpendiculairement 4 cette horizon-
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tale, et rapporter sur cette échelle de pente, au moyen de paral-
léles a cette horizontale, les points a cotes rondes de la droite ac.

Fig. rr.
6 \&
S
b \4.505 / \
\ \
4 \> \ \\
/ \, \\ \\
< \ R
/ NN AN AN
N D Y
« N N \\\ N ¢
o o — e P Pe—
2.25 4 6.75

Reconnattre st deux drottes données sont dans le méme plan.
— 11 suffit, pour cela, d’examiner si le point d’intersection des
projections de ces droites a la méme cote sur chacune des droites,
ou encore si, en joignant les points dméme cote sur les deux droites,
on obtient des droites paralleles entre elles.

Trouver intersection de deux plans donnés par leurs échelles
de pente. — On prend des horizontales & méme cote de chacun des
plans, par exemple ( fig. 12)les horizontales 3 ; ces lignes se coupent

Fig. 12.

en un point ¢ qui est coté 3. De méme, I’horizontale 5 de I'un des
plans est rencontrée par 'horizontale 5 de P’autre plan au point b
qui est coté 5. La droite ab est la projection de la ligne d’intersec-
tion des deux plans.

Construire Uintersection d’une droute et d’un plan. — Le
plan est donné par son échelle de pente, et la droite par sa projec-
tion cotée.

Par la droite menons un plan auxiliaire que nous indiquons
par deux de ses horizontales. Par le point 3 de la droite donnée
(fig. 13) tracons une certaine droite que nous prenons pour une
horizontale du plan auxiliaire, et par le point 6 menons une droite

A

paralléle a cette horizontale. L’horizontale 3 du plan auxiliaire
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rencontre I’horizontale 3 du plan donné en un certain point; hori-
zontale 6 du plan auxiliaire rencontre I'horizontale 6 du plan
donné en un autre point. En joignant ces deux points, nous avons
la ligne d’intersection du plan donné et du plan auxiliaire mené
par la droite; cette ligne rencontre la droite donnée en un point 72,

qui est le point demandé.

Fig. 13.
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Parun point donné mener un plan paralléle ¢ un plan donné.
— Le plan est donné par son échelle de pente; il suffit alors, par
le point donné, de mener une parallele a cette droite, et I'on a I'é-

chelle de pente du plan demandé.
La pente d’un plan est la pente de son échelle de pente.

Fig. 14.

Parunedroitedonnée construireun planayantune pente don-
née. — Soit ( fig. 14) la droite ab cotée 4 au point @ et 10 au point
b. Par le point b nous pouvons mener une infinité de droites ayant
pour pente la pente donnée; ces droites forment un cone de révolu-
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tion dontle sommetest au point b et dontl’axe est vertical. Prenons
la trace de ce cone de révolution sur le plan horizontal qui passe
parle point a et qui est coté 4. Il est facile de déterminer le rayon
de la circonférence base de ce cone : la hauteur du cone a pour
longueur la différence de cote 10 — 4, soit 6; le rayon z doit étre

6 . . /
tel que s soitla pente donnée. Nous pouvons, sur I’échelle du des-

sin, trouver la longueur correspondant & ce nombre z, puis dé-
crire, du point b comme centre avec cette longueur pour rayon,
une circonférence, et, en menant du point @ des tangentes & cette
circonférence, nous avons les horizontales 4 des deux plans qui ré-
pondent & la question.

Au moyen d’un cone de révolution, on résout également le pro-
bléme suivant :

Par un point donné dans un plan, mener sur ce plan une
droite ayant une pente donnde.

Mener une droite perpendiculaire & un plan. — Le plan est
Fig. 13.
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donné par son échelle de pente (fig. 15) et ¢’est du point @ que
nous voulons lui mener une perpendiculaire.

La perpendiculaire au plan, étant perpendiculaire aux horizon-
tales de ce plan, se projette suivant la droite @b menée parallele-
ment a I'échelle de pente.

Pour graduer ab, faisons tourner le plan projetant de cette droite
autour de son horizontale 6, de maniére & Pamener a étre horizon-
tale; apreés cette rotation, le point @ vient en @, sur la perpendicu-
laire aa, a ab, a une distance aay égale a trois unités de I'échelle
du dessin, et la droite d’intersection du plan projetant de la per-
pendiculaire et du plan donné se projette en «, b. La perpendicu-
laire au plan est alors projetée suivant la droite «;n;, qui fait un
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angle droit avec «, b. Prolongeons 'horizontale 8 jusqu’en /. Ce
point est la projection durabattement d’un point coté 8 et la paral-
lele £, m,n, & ba est la projection du rabattement de I’horizon-
tale 8 du plan projetant de la perpendiculaire demandée. Par suite,
le point n de cette perpendiculaire est coté 8.

L’intervalle sur la perpendiculaire au plan est alors an.

Dans le triangle rectangle /,a,n,, la hauteur a,m, est égale a
Punité de I'échelle du dessin; on a alors

lymy < myny=r,

relation qui montre que ’intervalle pour la perpendiculaire est
Uinverse de Uintervalle relatif a échelle de pente du plan.

11 faut remarquer que pour se rapprocher du plan de comparaison
on marche dans la direction an sur la projection de la perpendicu-
laire et dans la direction @b sur la projection de la perpendicu-
laire, c’est-a-dire en sens opposés.

Il résulte de 1a que 'on doit opérer de la fagon suivante : on
méne une parall¢le a I'échelle de pente du plan donné; on mesure
a I'échelle du dessin le nombre qui correspond & 'intervalle de
I’échelle de pente du plan donné, on prend I'inverse de ce nombre,
et Pon obtient un nouveau nombre qui donne lalongueur de l'inter-
valle de la perpendiculaire au plan; on porte cet intervalle sur la
droite que nous venons de tracer, et l'on cote les points obtenus
en sens inverse de la maniére dont I'échelle de pente est cotée.

On peut aussi déterminer graphiquement I'intervalle de la per-
pendiculaire au plan. Il suffit de construire un triangle tel que
l,a,n;, dont la hauteur a; m, est égale a I'unité de I’échelle du des-
sin et pour lequel /, m, est égal a l'intervalle de I'échelle de pente
du plan donné.

Nous avons tracé arbitrairement une perpendiculaire au plan,
mais il est tout aussi facile de la faire passer par un point donné.

Lorsqu’on a résolu ce probléme : Mener par un point une per-
pendiculaire & un plan, on peut déterminer le pointou cette per-
pendiculaire rencontre le plan, puis, soit par le calcul, soit graphi-
quement, chercher la distance du point donné au plan, c¢’est-a-dire
la longueur comprise entre le point donné et le point o le plan
est rencontré par la perpendiculaire abaissée du point donné sur
ce plan.
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Déterminer Uangle de deux droites données par leurs pro-
Jjections cotées. — Si les droites ne se rencontrent pas, d’un point
de I'une on méne une paralléle a P'autre; on est alors conduit &
chercher I'angle de deux droites qui se coupent.

Soient ( fig. 16) les droites ab, ac; le point @ est coté 8. En joi-
gnant les points quiont les mémes cotes, nous avons les horizon-
tales du plan qui contient ces deux droites. Tragons ’horizontale 5 ;
par le point @ menons un plan perpendiculaire a cette horizontale
5; il est représenté par la perpendiculaire abaissée du point a sur
I'horizontale 5. Ce plan auxiliaire rencontre le plan des deux
droites suivant une ligne ad; le point d est ¢6té 5. Nous allons

chercher lalongueur de ad, afin d’arriver, comme dans la méthode
des projections orthogonales, a I'angle des deux droites.

Pour cela nous faisons tourner le plan vertical ad autour de son
horizontale 5. Le point a vient se rabattre en @' 4 une distance aa’
égale a trois unités de I’échelle du dessin ; la longueur du segment
a'd est la longueur du segment compris entre le point a de l'es-
pace et le point d. Si maintenant nous rabattons le plan des deux
droites sur le plan horizontal coté 5, en le faisant tourner autour
de son horizontale 5 qui estla droite bc, le point « vient en @, sur
la droite ad 4 une distance du point  égale a da’. Les droites sont
alors rabattues suivant les lignes que Ion obtient en joignant le
point a, aux points b et ¢ qui sont cotés 5 sur chacune des droites
et qui n’ont pas changé de position. Les droites @, b, a;c¢ com-
prennent entre elles 'angle demandé.

Trouver l’angle de deux plans. — Les plans sont donnés par
leurs échelles de pente.

Commencons par déterminer la droite d’intersection des deux
plans, probléme que nous avons résolu précédemment : ab est la
projection de cette ligne d’intersection ( fig. 17).
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Coupons les deux plans par un plan auxiliaire perpendiculaire &
leur intersection. L’horizontale de ce plan est alors dirigée per-
pendiculairement 4 la projection de @b ; pour tracer ’horizontale de
ce plan auxiliaire coté 3, nous n’avons donc qu’a prendre une per-
pendiculaire a la ligne ab. Cette horizontale cotée 3 rencontre
Phorizontale cotée 3 de I'un des plans au point m et ’horizontale
cotée 3 de l'autre plan au point n. Le plan auxiliaire dont nous
venons de tracer I’horizontale 3 coupe le plan vertical qui projette
'intersection ab suivant une droite qui est perpendiculaire a mn et a
ab. Nous allons chercher la longueur de cette perpendiculaire com-
mune, afin de construire le triangle qui a pour base mn, pour hau-
teur cette perpendiculaire, et dont I'angle au sommet n’est autre

Fig. 17.

que I'angle des deux plans, puisque les cotés de ce triangle sont les
intersections des plans donnés avec le plan auxiliaire perpendicu-
laire & ab.

Pour déterminer la hauteur de ce triangle, faisons tourner le plan
vertical @b autour de 1'horizontale 3 de ce plan (horizontale 3 qui
passe par le point @) jusqu’a ce que ce plan soit paralléle au plan
de comparaison. Aprés la rotation, le point b de I'espace, qui est
coté 6, vient en un point b, a une distance du point b égale a 6
moins 3, ¢’est-d-dire & trois unités de I’échelle du dessin. La droite
d’intersection des deux plans est alors rabattue suivant ab,, et la
hauteur du triangle dont nous venons de parler est rabattue en cd’
suivant la perpendiculaire abaissée du point ¢ sur cette droite ab,.
Si maintenant nous faisons tourner le triangle qui a pour base mn
autour de mn, de facon a 'amener a coincider avec le plan hori-
zontal colé 3, le sommet de ce triangle, qui est sur la droite d’in-
tersection des plans donnés, et dont la distance au point ¢ est égale
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a cd’, vient se rabattre au point ¢, obtenu en prenant un segment
cd, égal a cd’. Les points m et n n’ont pas changé de position; il
suftit donc de joindre le point m et le point 7 au point d, ; 'angle
des deux droites md,, nd, est égal a I'angle des deux plans qu'il
fallait déterminer.

Plan tangent 4 un céne. — Probléme d’'ombre. — Au moyen des
problémes élémentaires que nous venons de résoudre, on peut trai-
ter les questions relatives aux ombres, chercher les intersections des
surfaces, mener des plans tangents aux cylindres et aux cones, etc.

Voici un exemple :

On demande l’ombre portée par un céne sur le plan desa base.

Le cone est donné (fig. 18) par sa projection; la base est sur un

plan donné par son échelle de pente, et le rayon lumineux est
donné par sa projection R, sur laquelle sont indiqués I'intervalle
et le sens dans lequel on doit marcher pour se rapprocher du plan
de comparaison.

Pour résoudre le probléme, nous devons mener des plans tan-
gents au coOne, parallelement au rayon lumineux; pour cela nous
allons prendre la paralléle au rayon lumineux menée par le som-
met s du cdne, chercher le point de rencontre de cette droite avec
le plan de la base, et, par ce point, mener des tangentes a la base.
Ces droites limiteront 'ombre portée du céne sur le plan de sa base.

Ainsi, par le point 10 nous menons une parallele au rayon lumi-
neux; il est facile de graduer cette droite en portant I'intervalle qui
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est donné sur la projection du rayon lumineux. Nous cherchons
maintenant en quel point cette parallele rencontre le plan de la
base : pour cela, parle point 5 nous menons une droite dirigée
de facon a avoir, dans I'étendue de la feuille du dessin, le point ou
elle rencontre 'horizontale du plan & méme cote; par le point 7
nous tracons une paralléle & cette droite auxiliaire, et nous pre-
nons également son point de rencontre avec I’horizontale 7 du plan.
Nous joignons les deux points ainsi obtenus par une ligne qui dé-
termine le point de rencontre s, de la parélléle au rayon lumi-
neux ss, avec le plan de la base. Le point s, est 'ombre portée par
le sommet du cone sur le plan de la base. Les tangentes menées
du point s, a la base du cone limitent 'ombre portée par ce corps,
et, si nous joignons le sommet s aux points de contact de ces tan-
gentes, nous obtenons sur le cone les lignes de séparation d’ombre
et de lumiére.
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TROISIEME LECON.

PERSPECTIVE LINEAIRE CONIQUE.

PERSPECTIVE D’UN POINT.

Définitions et notions générales. — Perspective d’un point du géométral, le tableau
et le géométral étant a la méme échelle.

Définitions et notions générales. — La perspective linéaire a pour
but de représenter sur une surface, 4 'aide de lignes, une figure
qui offre 'apparence d’un objet de I'espace.

Pour déterminer cette perspective, I'objet étant placé, par rap-
port a l'observateur, derriére la surface sur laquelle on veut faire
le dessin, on imagine des rayons visuels partant de 'ceil de I'ob-
servateur et aboutissant a tous les points de I'objet a représenter.
Sur cette surface, on prend les traces de ces rayons visuels : en
réunissant convenablement ces traces par des lignes, on obtient
une perspective linéaire.

Il faut bien remarquer qu’'une figure perspective peut étre con-
sidérée comme la perspective d’une infinité d’objets, puisque,
pour chaque rayon visuel, un point quelconque de ce rayon serait
représenté par la méme trace de ce rayon sur la surface sur laquelle
on prend la perspective. Une perspective n’est donc pas suffisante
pour déterminer les objets de I'espace.

Nous n’avons conscience du relief d’'un objet que parce que nous
regardons celui-ci avec les deux yeux. Il suffit, pour le démontrer,
d’employer un stéréoscope. A l'aide de cet instrument, on arrive &
voir un objet en relief en regardant deux images différentes qui ont
é1¢ obtenues en supposant objet vu séparément avec chacun des
deux yeux.

Nous chercherons la figure perspective sur une surface plane ver-
ticale. On donne alors au plan sur lequel est tracée la perspective
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le nom de tableau, et le point d’otr partent les rayons visuels porte
le nom d’eeil ou de point de vue.

Etablissons un paralléle entre ce que nous avons dita propos des
ombres et ce qui se passe & propos de la perspective. Pour cela
supposons que l'eeil soit remplacé par un point lumineux. Un
rayon visuel partant de I'ceil est maintenant un rayon lumineux;
les parties vues par l'eil sont les parties éclairées par ce point
lumineux, et les rayons visuels qui renferment tous les rayons per-
mettant de voir l'objet sont remplacés par les rayons lumineux
dont ensemble forme ce que nous avons appelé le céne d’ombre.
Ce cone prend en perspective le nom de céne perspectif. La ligne
de séparation d’ombre et de lumiere devient la ligne de perspec-
tive ou de contour apparent.

Fig. 9.

Il y a une différence entre la figure obtenue & propos des ombres
et la figure perspective.

Si, par exemple, on trace la perspective d'un cube, on a une
figure telle que A (fig. 19); si I'on remplace I'eil par un point lu-
mineux, on n’a plus que A’. La différence consiste en ce que la
figure représentant 'ombre du cube est un simple contour, tandis
que la figure perspective, limitée a un contour analogue a celui-ci,
renferme, en outre, des points a l'intérieur de ce contour.

Les rayons visuels partant de P'ceil forment, en s’appuyant sur
les lignes de la figure, des surfaces coniques : c¢’est pourquoi la
perspective linéaire que nous allons étudier s’appelle perspective
conique.

Nous avons déja dit que la perspective d’un point est la trace sur
le tableau du rayon visuel qui passe par ce point. Il résulte immé-
diatement de la que la perspective d’une droite est une droite.

Le plan des rayons visuels qui s’appuie sur la droite dont on
cherche la perspective porte le nom de plan perspectif.

Parmi les rayons visuels qui s’appuient sur la droite, celui qui
est parallele a la droite donnée rencontre le plan du tableau en un
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point. Ce point, qui est la perspective du point & I'infini sur la
droite, est appelé le point de fuite de la droite.

Des droites paralléles entre elles dans I'espace ont pour perspec-
tives des lignes convergentes en un méme point, qui est le point
de fuite commun & toutes ces droites.

Des droites paralleles entre elles et paralléles au plan du tableau
ont pour perspectives des droites paralleles entre elles. Ces droites
paralléles au plan du tableau sont des droites de front. En géné-
ral, une figure plane, dont le plan est paralléle au plan du tableau,
est une figure de front.

Le tableau étant toujours supposé placé verticalement, des ver-
ticales ont pour perspectives des droites verticales.

Comment doivent étre placées des droites dans Uespace pour
que leurs perspectives soient paralléles entre elles? — Par I'ceil
et par chacune des droites tracées sur le tableau faisons passer un
plan. Ces plans sont les plans perspectifs des droites de I'espace.
Puisqu’ils passent par des droites paralleles entre elles et par I'ceil,
tous ces plans vont se couper suivant une parallele au tableau
menée par 'eeil. Les droites de 'espace sont respectivement dans
chacun de ces plans, elles rencontrent alors cetie droite de front:
c'est la la propriété dont elles jouissent.

Si, en outre, les droites de l'espace, dont les perspectives sont
paralléles entre elles, doivent passer par un méme point, on voit
que ce point doit étre dans le plan de front passant par I'ceil.

Considérons maintenant un plan. Le lieu des points de fuite de
toutes les droites qu’on peut tracer sur ce plan est la trace, sur le
plan du tableau, da plan mené par I'eil parallélement au plan
donné. Cette trace porte le nom de ligne de fuite, et nous voyons
ainsi que la ligne de fuite d’un plan contient les points de fuite
de toutes les droites que U'on peut tracer sur ce plan.

Nous pouvons dire aussi que la ligne de fuite est la perspective
d’une droite 4 I'infini sur le plan.

Des plans paralleles entre eux ont méme ligne de fuite.

Des plans horizontaux ont pour ligne de fuite une droite que
I'on désigne sous le nom de ligne d’lorizon ou simplement d’/0-
rizon.

Le plan horizontal qui passe par I'ecil porte le nom de plan
d’horizon.
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La ligne de fuite d'un plan vertical est une verticale.

La perspective d’une courbe est la trace sur le plan du tableau
du cone perspectif de cette courbe. En faisant usage de ce cone
perspectif, on démontre immédiatement qu’une courbe et sa tan-
gente ont pour perspectives une courbe et sa langente, & la condi-
tion que la tangente de la courbe donnée ne passe pas par Pceil,
car, dans ce cas particulier, la tangente de la courbe donnée n’a
pour perspective qu’un seul point. Nous reparlerons plus loin de
ce cas particulier,

Une figure de front a pour perspective une figure qui lui est
semblable. Le rapport de réduction de la figure donnée a sa figure
perspective dépend de la position du plan de front par rapport au
tableau et de I'eeil par rapport au tableau.

La perspective d’une figure change seulement de dimensions
quand on transporte le tableau parallélement & lui-méme.

Nous supposerons que les objets a mettre en perspective sont
donnés par leurs projections, plan et élévation. Nous décompose-
rons la recherche de la perspective en deux parties : nous cherche-
rons d’abord la perspective du plan, puis nous acheverons en dé-
terminant la perspective de I’élévation.

On donne, en perspective, le nom de géométral au plan sur
lequel est tracée la projection horizontale. La trace du géométral
sur le plan du tableau porte le nom de ligne de terre.

Soient AB la ligne de terre ( fig. 20) et O la position de I'eeil.
Menons par le point O un plan horizontal; ce plan rencontre le
plan du tableau (T') suivant la droite HH', qui est la ligne d’hori-
zon. Le probleme de la perspective du plan consiste a joindre le
point O aux différents points du géométral et & prendre les traces
de ces droites sur le plan du tableau.

On pourrait considérer ce probléme comme un probléeme de
Géométrie descriptive; en prenant le tableau comme plan vertical
de projection, on aurait alors simplement a construire des traces
de droites. Mais, si 'on opérait ainsi, aprés avoir rabattu le plan
vertical du tableau sur le plan horizontal, qui est le géométral, on
aurait & la fols, sur la méme partie de la feuille du dessin, le géo-
métral et la perspective;il y aurait alors une grande complication
dans les tracés, puisqu’on aurait la superposition de deux figures.

On opére différemment, ct 'ensemble des tracés & 'aide des-
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quels on détermine sur le tableau la perspective d’un objet dont
on connait le géométral constitue le trait de perspective.

Perspective d'un point du géométral, le tableau et le géométral étant
a la méme échelle. — Nous allons commencer 4 faire connaitre le
trait de perspective en exposant les tracés qui conduisent a la dé-
termination de la perspective d’un point.

m (fig. 20) est le point du géométral dont on veut déterminer
la perspective. Par le point 7 menons sur le géométral les deux
droites mC, mE; par le point O, qui est I'ceil, et par chacune des
droites mC, mE, faisons passer un plan. Ces plans rencontrent
le "plan (T) du tableau suivant des droites qui se coupent en un

(G)

point M; ce point M est évidemment la trace sur le plan du ta-
bleau de la droite d’intersection des deux plans. M est donc la
perspective du point 7, et les droites MC, ME sont les perspec-
tives des deux droites mC, mE du géométral.

Nous devons donc, pour déterminer la perspective du point m,
construire les perspectives de deux droites tracées sur le géométral
par ce point m.

Pour cela cherchons le point de fuite de chacune des droites.
Par le point O menons une paralléle ala droite mG; elle rencontre
le tableau au point I sur la ligne d’horizon; ce point I est le
point de fuite de la droite mC. De méme pour la droite mE : la
parallele menée par le point O a cette droite rencontre le plan du
tableau en un point I’ qui est le point de fuite de la droite mE.
Il suffit alors, sur le tableau, de joindre respectivement les
points G, E aux points I, I/, et 'on a deux droites qui se coupent
au point M, perspective cherchée.

Voila Pexplication faite sur la fig. 20, qui est une figure d’en-
semble.
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Séparons maintenant chacune des parties de cette figure; mettons
d’un coté le géométral (fig. 21), et de I'autre le tableau (fig. 22).
Nous allons indiquer alors quels sont les segments dont on mesure
les longueurs sur le géométral pour lesreporter sur le tableau, afin
d’arriver & effectuer les tracés sur ce tableau.

Prenons d’abord le géométral ( fig. 21), en supposant qu’on ait
projeté I'ceil sur ce plan,

Cette fig. 21 est la reproduction de la figure tracée sur le
plan (G) de la fig. 20; AB est la ligne de terre et le point o est la
projection de l'ceil.

La position du point o par rapport a AB détermine un angle

AoB, qu’on appelle angle optique. Pour obtenir une perspective
convenable, cet angle ne doit étre ni trop petit ni trop grand, et
pour cela le point o ne doit étre ni trop rapproché ni trop éloigné
de AB. En général, le point o ne doit pas étre a une distance de AB
moindre que la largeur AB ni plus grande que trois fois cette lar-
geur; c’est ce qu'on exprime en disant que I'eil ne doit pas étre &
une distance du tableau plus petite que la largeur de ce tableau ni
plus grande que trois fois cette largeur.

Soit, sur la fig. 21, la position m dua point dont on cherche
la perspective. Tracons les deux droites mG, mE et les paral-
léles of, of’, menées par le point o, a chacune de ces droites. Les
droites of, of' sont les projections sur le géométral des paralleles
aux droites mC, mE qui ont é1é menées par 1’1l dans Pespace.

3
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Voila les données sur le géométral, et, pour pouvoir déterminer
la perspective du point 72, on donne en outre la hauteur de I'ceil
au-dessus du plan géométral.

Proposons-nous maintenant de construire un tableau sur lequel
doit figurer la perspective du point m de la fig. 21.

Tragons le cadre du tableau ( fig. 22), en ayant soin de prendre
le coté inférieur de ce cadre égal en longueur a AB de la fig. 21.
Parallelement 4 AB, et & une distance de AB égale a la hauteur de
I'eeil au-dessus du géométral, menons une paralléle a cette ligne
de terre : nous obtenons la droite HH’, qui est la ligne d’horizon.

La fig. 22, que nous allons tracer maintenant, est la figure
perspective ou tableau. Reproduisons les tracés qui ont été in-
diqués précédemment sur le plan (T) de la figure d’ensemble
(fig. 20).

Prenons sur le géométral (fig. 21) les longueurs des segments
AC, AE, et portons-les sur la fig. 22 & partir du point A : nous
obtenons AC, AE. Prenons sur le géométral des segments égaux a
Af, Af', et portons-les sur le tableau a partir du point H sur la
ligne HH' : nous obtenons les points F, . Il suffit maintenant de
joindre (fig. 22) le point G au point F et le point E au point F'
pour avoir sur le tableau les perspectives des deux droites mC,
mI du géométral : le point de rencontre M de ces deux droites est
la perspective demandée.

Pour obtenir cetle perspective, nous avons fait usage de deux
droites MC, ME, et nous avons employé les points de fuite cor-
respondant & chacune de ces droites. La méthode suivie porte, &
cause de cela, le nom de méthode des deux points de fuite.

Un peu plus loin, nous nous servirons de cette méthode pour
faire la perspective d’un parquet.

Au lieu d’employer deux droites quelconques, imaginons que
P'une d’elles ait une direction particuli¢re. Supposons que 'on ait
pris le segment CE' (fig. 21) égal au segment Cm : la droite,
qui était mE, devient la droite mE'. Mais nous allons voir qu’il
n’est pas nécessaire de tracer cette droite. Le point qui était f'
cst maintenant un certain point ¢ obtenu en portant fd = fo,
puisqu’il faudrait mener par le point o une parallele & la droite
mE/. Le triangle m CL' est isoscéle; il en est de méme du triangle
dfo. Le géométral est donc maintenant réduit au point m, dont
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on demande la perspective, et a la seule droite mC, qui est
tracée. Nous avons mené par le point o la seule droite of paralle-
lement a mC.

Reprenons le cadre du tableau ( fig. 22). La ligne de terre AB
est toujours égale a la ligne de terre AB du géométral.

Prenons sur la fig. 22, & partir du point A, un segment égal au
segment AC du géométral : nous obtenons le point C. Portons sur
la ligne d’horizon, a partir du point I, un segment égal a A/ de la
fig. 21: nous oblenons le point F. Tragons CF : cette ligne est la
perspective de la droite Cm.

A partir du point G de la fig. 22, portons sur la ligne de terre

un segment CE' égal & la longueur mC de la fig. 21: cette lon-
gueur m G est ce qu'on appelle I'éloignement oblique du point m.
Portons, & partir du point F, sur la ligne d’horizon, un segment F'd
égal au segment fd de la fig. 21, mais dans le sens inverse du sens
dans lequel nous avons porté le segment CE': nous obtenons ainsi
le point d. Il suffit de joindre le point d au point E' pour avoir
la perspective de la ligne m E’ du géométral (que nous n’avons pas
eu besoin de tracer). Le point de rencontre de cette droite avec la
ligne CF est le point M, perspective du point m du géométral.

Le point d est le point de fuite de la droite mE’ du géométral :
il est le point de fuite des droites, telles que m E/, qui déterminent
des segments égaux sar la ligne m G du géométral et sur une hori-
zontale de front. Sinous menons une paralleéle a AB ( fig. 21), cette
parallele, la droite mG et la droite mE' déterminent un triangle
isoscele; c¢’est pourquoi on dit que le point o est le point de fuite
des droites ayant la direction mE' qui déterminent des segments
égaux sur des droites paralleles & mG et sur des horizontales de
front. Ce point & porte le nom de point accidentel de distance
relatif & la direction mC, et la méthode a laquelle nous sommes
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arrivés pour construire le point M est désignée sous le nom de
méthode du point de distance.

Nous venons d’expliquer sur la fig. 21 ce qui est relatif a ces
triangles isoscéles formés par des droites paralléles a m G, par des
horizontales de front et par des droites paralleles & mE'; nous
pouvons reproduire cette explication sur le tableau; cela va nous
fournir 'occasion de faire connaitre le langage employé habituel-
lement en perspective.

Si nous menons une droite sur le tableau, a partir du point d
(fig. 22), cette droite est la perspective d’une paralléle & mE'; si
nous menons une parallele & AB, cette droite est la perspective
d’une horizontale de front. Nous obtenons ainsi un triangle 1-2-3,

et nous disons que ce triangle est isoscele, que le coté 1-2 est

égal au c6té 1-3. Cela n'est pas exact, si 'on considére la figure
tracée sur le tableau; mais, en parlant ainsi, il est convenu qu’il
s'agit de la figure de Pespace. Ainsi, en regardant sur le tableau le

triangle 1-2-3, nous disons que le cOté 1-2 est égal au coté 1-3 :

cela veut dire que le coté dont 1-2 est la perspective est égal au
coté dont 1-3 est la perspective.

Quand on montre un point sur le tableau, il faut donc, & moins
d’indication contraire, se reporter a I'objet de I'espace.

Nous avons porté I'éloignement oblique du point .2 dans un cer-
tain sens CE/, et, naturellement, le segment fd se trouve en sens
inverse. Si nous avions changé le sens dans lequel nous avons
porté d’abord le segment CI, nous aurions trouvé dans le sens
opposé un autre point que le point <. Nous voyons ainsi qu’il y a
deux points de distance correspondant & une méme direction. On
emploie le point de distance qui se trouve le plus rapproché du
cadre du tableau. Sur la fig. 22, nous aurions l'autre point de di-
stance en portant, a partir du point I, la longueur Fd en sens
opposé; nous obtiendrions ainsi un point qui serait éloigné da
cadre du tableau.

Si, au lieu d’employer (fig. 21) une droite quelconque mG,
nous prenons une perpendiculaire a AB, le point de fuite corres-
pondant porte le nom de point principal de fuite et le point de
distance correspondant est le point principal de distance ou le
point de la distance principale. Dans ce cas particulier, la lon-
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gueur qu'il faut porter pour avoir ce point de la distance principale
n’est autre chose que la distance de I'eeil au plan du tableau.

Lorsqu’on donne ce point principal de fuite et ce point de la
distance principale, on a ce que I'on appelle les points principaux
de fuite et de distance.

Remarquons que nous n’avons déterminé la perspective du
point m que lorsque le tableau et le géométral sont a la méme
échelle. Nous verrons, en cherchant la perspective d’une figure
plane, comment on modifie les tracés lorsque le tableau est a une
échelle différente de ’échelle du géométral.

Cette Lecon est trés simple et il semble qu’il ne soit pas néces-
saire de I’éludier pour en retenir les différentes parties. Gependant,
comme elle renferme pour ainsi dire toute la perspective, il est
trés essentiel de se familiariser avec les tracés qu’elle fait connaitre,
pour arriver & les reproduire machinalement et sans avoir besoin
de réfléchir.
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QUATRIEME LECON.

PERSPECTIVE DU PLAN.

Perspective d’un trapéze. — Kchelle des éloignements. — Echelle des largeurs. —
Perspective d’une ligne courbe. — Craticuler. — Perspective d’une circonférence
de cercle. — Méthode des deux points de fuite : perspective d’un parquet.— Points
en dehors du cadre du tableau.

Reprenons les tracés auxquels nous sommes arrivés dans la der-
ni¢re Lecon, et, au moyen d’une remarque trés simple, il sera facile

Fig. 23.

d’obtenir les constructions que I'on doitemployer lorsque le tableau
est & une échelle différente de I'échelle du géométral.

Reprenons la fig. 22. Marquons sur la ligne d’horizon un point
que nous appelons 3d, et qui est 'extrémité d’un segment égal au
tiers de I'd; & partir du point G, sur la ligne de terre, portons une
longueur égale au tiers du segment CE’. Joignons le point ainsi
obtenu sur CE au point +d : il est bien évident que cette droite
passe par le point M.
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Cette remarque trés simple permet, lorsqu’on amplifie le ta-
bleau, de ne pas amplifier les éloignements a porter sur la ligne de
terre, en ayant soin de ne pas amplifier non plus 'éloignement
oblique de Uil par rapport au tableau.

Cela posé, cherchons la perspective d’une figure plane, en sup-
posant le tableau a une échelle trois fois plus grande que 1'échelle
du géométral.

Perspective d’un trapéze. — Prenons, comme exemple, le trapéze
mnrs qui est donné sur le géométral ( fig. 23).

Prolongeons les cotés paralleles jusqu’a la ligne de terre : nous
obtenons ainsi les points e, g. Menons par le point o une paral-
lele of aux cdtés paralleles ms, rn. Par le point A menons aussi
la parallele Ay a ces cOlés du trapéze; puis, par les sommets du
trapéze, menons des paralleles a la ligne de terre, c’est-a-dire des
droites de front. Ces droites rencontrent Ay aux points 1, 2, 3, 4.

Fig. 24.

Prenons maintenant (fig. 24) un tableau trois fois plus grand
que le géométral. AB est alors égal & trois fois AB du géométral.
A partir de A portons AH égal a trois fois la hauteur donnée de
Pceil au-dessus du géométral; tragons la ligne d’horizon HH'. A
partir du point H', et sur cette ligne d’horizon, prenons un segment
égal a trois fois la longueur Bf de la fig. 23 : nous obtenons le
point F, qui est le point de fuite des droites paralléles a la direc-
tion ms du géométral. En joignant A a I', nous avons la perspective
de la ligne Ay.

II'résulte de cette construction que FH est égal a 3/A du géo-
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métral. Si alors nous portons, a partir du point F, le segment fA
sur la ligne d’horizon, et si, par 'extrémité de ce segment, nous me-
nous une paralléle a HA, cette droite rencontre FA en un point
A’, tel que FA=3FA’.

Par le point A’ menons une parallele a la droite AB. Il résulte
de cette construction que, si le tableau n’avait pas été amplifié, le
cadre du tableau ne serait pas en AB: il serait sur la droite que
nous venons de tracer d partir du point A’. Pour avoir la perspec-
tive de la ligne es, nous n’avons alors qu’a porter, a partir du
point A/, un segment A’¢’ égal a Ae du géométral, puis a joindre le
point I au point ¢'. La droite F e/ rencontre AB au point E. On
voit que la marche que nous venons de suivre évite de porter a par-
tir de A trois fois le segment Ae pour obtenir le point E; nous
avons simplement porté le segment A e lui-méme sur la droite que
nous venons de tracer a partir de A'.

Opérons de méme pour le coté rn. A partir de A/ portons un seg-
ment égal au segment A g : nous obtenons le point g’. Joignons le
point F au point g’ : la droite I g’ est la perspective delaligne g7.

Pour déterminer la perspective des sommets du trapéze, nous
allons chercher les perspectives des points 1, 2, 3, 4. Pour cela,
appliquons une bande de papier le long de A y et relevons sur cette
bande de papier les points A, 1, 2, 3 et 4, puis reportons simulta-
nément tous ces poinls & partir du point A sur la ligne de terre
AB du tableau.

Dans le sens opposé a celui ot nous avons porté ces segments,
portons, & partir du point F, sur la ligne d’horizon, une longueur
égale & fo; nous indiquons l'extrémité de ce segment par §d.
Joignons le point 3d aux points que nous venons de marquer sur
AB; ces droites rencontrent AF aux points 1/, 2/, 3/, 4/, quisont les
perspectives des points 1, 2, 3, 4 du géométral. Des points 1/, 2/,
3', 4 on meéne des droites de front, il suffit de prendre les inter-
sections de ces droites avec les lignes I'¢’; Fg' pour avoir les
points M, N, R, S, qui sont les perspectives des sommets du trapéze.

En joignant maintenant ces points par des droiles, on a la per-
spective du Lrapéze mnrs.

Echelle des éloignements. — La droite AF, qui est la perspective
de la ligne Ay sur laquelle nous avons rapporté les différents
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points de la figure pour mesurer les éloignements obliques, porte
le nom d’échelle des éloignements.

Echelle des largeurs. — La droite A’¢’ g/, sur laquelle nous avons
porté des segments égaux aux segments comptés sur la ligne de
terre AB du géométral, s’appelle échelle des largeurs.

On peut remarquer que la droite A’ g" est la perspective d'une
horizontale de front qui jouit de cette propriété : la réduction par
la perspective de la longueur d'un segment de cette droite se
trouve compensée par 'amplification du tableau.

Perspective d’une ligne courbe. — Les constructions que nous ve-
nons d’indiquer en prenant comme exemple un trapéze permettent
évidemment de trouver la perspective d’une figure quelconque.
Sl s’agit d’une courbe on peut chercher les perspectives des diffé-
rents points de cette courbe, et, en réunissant convenablement ces
perspectives, on ala perspective de la courbe. La perspective d’une
tangente a la courbe, comme nous ’avons déja fait remarquer, est
une tangente & la perspective de celte courbe.

Craticuler. — Lorsque I'on a a déterminer la perspective d’une
ligne sinueuse simplement tracée et sans définition géométrique,
on établit un quadrillage formé par des droites de front et des pa-
ralleles & une certaine direction; on cherche la perspective de
toutes ces droites et ’on reléve & vue sur le tableau la perspective
de laligne sinueuse, en tenant compte de la position des points de
rencontre de cette ligne avec les lignes qui forment le quadrillage.
Cela s'appelle craticuler.

Perspective d’'une circonférence de cercle. — Si la courbe, & déter-
miner en perspective, a une définition géométrique qui permette
de la construire par points, on peut opérer directement. Cher-
chons, comme exemple, la perspective d’une circonférence de
cercle décrite sur une horizontale de front. On donne ( fig. 25) le
point principal de fuite P et le point de la distance principale D;
le diamétre de la circonférence est le segment de front MN. Le
point O, milieu du segment MN, est la perspective du centre de
cette circonférence; en joignant le point P au point O, nous avons
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la perspective du diamétre perpendiculaire 2 MN, puisque le point
P est le point principal de fuite, c’est-a-dire le point de fuite des
droites perpendiculaires au plan du tableau. Joignons le point D
au point N; cette droite DN rencontre OP au point C et nous
avons OC = ON, car le point D est le point de fuite des droites
qui déterminent des segments égaux sur des perpendiculaires au
tableau telles que OP et sur des horizontales de front telles que
ON. Le point C est donc un point de la circonférence de cercle
décrite sur MN comme diamétre.

Pour déterminer un point quelconque de cette circonférence,
nous effectuons les tracés suivants. Joignons le point M au point G;
par le point P menons une droite quelconque qui rencontre les
deux droites CN, CM aux points G et L. Joignons le point G au

point M, le point Liau point N; le point de rencontre I de ces deux
droites est la perspective d'un point de la circonférence. En faisant
varier la droite PL, nous obtiendrons autant de points que nous
voudrons de la perspective de la circonférence.

Pour démontrer que le point I appartient ala perspective de cette
circonférence, considérons le triangle MNL. Dans ce triangle,
nous avons deux hauteurs : I'une est la droite NC, car I’angle en C
est droit, le point G étant un point de la circonférence; lautre
hauteur est LG, puisque toute droite partant du point P est la per-
spective d'une ligne perpendiculaire & MN. Le point G, point de
rencontre de ces deux hauteurs, est dés lors le point de rencontre
des trois hauteurs du triangle : la droite MG est alors perpendicu-
laire sur LN, et le point I appartient a la circonférence décrite sur
MN comme diamétre.

Prenons la perspective T du point qui, dans I'espace, est le mi-
lieu du segment LG ; joignons le point T et le point O au point I.
Les deux triangles MIN, LIG sont semblables comme ayant leurs
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c6tés respectivement perpendiculaires ; ils sont tous deux rectangles
en L. Il en résulte que la droite 10, qui joint le sommet de 'angle
droit I au point O, milien de I'hypoténuse, est homologue de la
droite qui joint le point I au point T, milieu de I'hypoténuse LG}
la droite IT est alors perpendiculaire a la droite 10. Puisque IT
est perpendiculaire & I'extrémité du rayon IO, cette droite est la
tangente en I & la perspective de la circonférence.

Si, au lieu de considérer le point I, nous avions pris le point C,
nous aurions trouvé, de la méme maniére, que la droite CT est
tangente en C & la circonférence. Mais nous connaissons la tan-
gente en G : c’est une parallele & MN, puisque le rayon GO est
perpendiculaire & MN; nous avons donc le point T en menant
par le point C une parallele & MN; cette parallele rencontre la

droite PL. au point T, et la tangente au point I est la ligne qui
joint ce point T au point I. Nous avons ainsi une construction qui
donne a la fois les points de la perspective de la courbe et les tan-
gentes en ces points a cette perspective.

La figure que nous venons de tracer directement sur le tableau
est la perspective de la fig. 26, qui permet d’apercevoir tout de
suite la relation de position des différentes lignes sans les modi-
fications introduites par la perspective. La droite /g, qui corres-
pond a LG, est perpendiculaire a mn; nous avons le triangle lmn,
dont les hauteurs sont nc, lg et mi. Enfin la droite ct, paralléle
a mn, donne le point ¢ qui est bien ici le milieu de /g; 1a droite ¢
est la tangente en 7 & la circonférence décrite sur mn comme dia-
metre.

Méthode des deux points de fuite : perspective d'un parquet. —
Revenons a la méthode des deux points de fuite et montrons un
exemple ol cette méthode peut étre utilement employée.
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On demande la perspective d’un parquet formé d’une suite
d’hexagones (fig. 27).

Les sommets de ces hexagones sont situés sur des droites paral-
l¢les entre elles qui rencontrent AB aux points 1, 2, 3, 4, 5; les
segments compris entre ces points \sont des segments égaux entre
eux. Ces sommels peuvent étre considérés aussi comme se trouvant
sur des paralléles qui rencontrent AB aux points m, n, p, ¢, r;
on a alternativement des segments égaux entre eux : mn = pgq,
np=qr.

Par le point o menons les droites of, of’ parallelement & chacune

Fig. o27.
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des directions des lignes que nous venons de tracer : nous obtenons
les points fet f/. En employant ces deux points de fuite, nous
allons déterminer la perspective du parquet.

Prenons ( fig. 28) un tableau a une échelle triple de I’échelle du
géométral. A partir du point H, portons sur la ligne d’horizon un
segment égal a trois fois A /': nous obtenons le point F/. De méme,
a partir du point H' portons un segment égal a trois fois Bf: nous
avons le point F. Joignons le point F au point A et déterminons
comme précédemment le point A’ par lequel passe I'échelle des
largeurs ; & partir du point A/, portons des segments égaux aux seg-
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ments A-1, 1-2, 2-3, ...; joignons les points ainsi obtenus sur
I’échelle des largeurs au point F : nous avons des droites qui sont
les perspectives des lignes paralleles entre elles qui ont donné les
points 1, 2, 3, 4 surla ligne AB du géométral.

Faisons de méme pour les paralleles m, n, p, ¢, r. Joignons le
point F/ au point B : nous obtenons sur I'échelle des largeurs le
point B’ qui correspond au point B du géométral. A partir du
point B/, portons sur I'échelle des largeurs des segments égaux a
Bs, sr, rq, qp et ainsi de suite; joignons, par des droites allant au
point I, les points ainsi obtenus. Ces lignes sont les perspectives
des paralléles qui passent par les points s, , ¢, p, n, m; elles
rencontrent les premitres en des points qui sont les perspectives

Fig. 28.

des sommets de ’hexagone; il suffit alors de joindre convenable-
ment ces points pour avoir la perspective du parquet.

Points en dehors du cadre du tableau. — Nous allons terminer ce
qui est relatif a la perspective du plan en indiquant les construc-
tions qui permettent de tracer des lignes passant par des points
situés en dehors du cadre et trop éloignés pour étre employés di-
rectement.

Nous donnerons une série de constructions, mais on peut en
employer beaucoup d’autres suivant les circonstances.

Soient ( fig. 29) les droites A, A/, B, B'. La droite A rencontre
la droite A’ en un point en dehors du cadre et tres éloigné; il en est
de méme du point de rencontre des droites B et B' : on demande
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de tracer la ligne quipasse par le point de rencontre de A avec
A et par le point de rencontre de B avec B'.

Appelons G le point de rencontre de A et de B, G le point de
rencontre de A’ et de B'. Tracons la droite GG et prenons, a partir
de G, le tiers du segment CG : nous obtenons le segment CH. Par
le point H menons une parallele & A’ et une paralléle a B’ : nous
obtenons ainsi le point « et le point 6. La droite ab rencontre CG
au point ¢; il suffic de porter trois fois la longueur de Ce a partir
de G pour avoir le point E : la paralléle 4 ab menée par ce
point E est la droite cherchée.

On voit que nous avons réduit, pour ainsi dire, les dimensions

de lafigure de facon a avoir des points de rencontre a, b dansl'in-
térieur du cadre; puis nous avons amplifié, dans le rapport inverse
de la premiére réduction, de maniére & avoir la droite demandée
dans la position qu’elle doit occuper.

On a deux droites A, B (fig.30) qui se rencontrent en un
point trop éloigné pour pouvoir étre employé, et sur une droite
des points 1, 2, ...; on demande de mener des droites passant
par ces points et par le point de rencontre de A et de B.

Joignons les points donnés, ainsi que le point m, & un point
quelconque 7 de la droite B et menons la parallele m'n’ & mn.
Cette droite rencontre les lignes que nous venons de tracer aux
points m," 1/, o/, .... Transportons maintenant cette droite paralle-
lement & elle-méme dans la direction de B. Le point m/ vient sur A
en /n" au point ou cette droite est rencontrée par la droite m'm’
menée parallélement & B. Par 7" menons une parallele & m/n' :
nous obtenons la droite m"n" sur laquelle nous rapportons les

points i/, o/, ..., en 1", o, ..., et il suffit évidemment de joindre
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les points 1, 2, ... aux poinls ainsi obtenus pour avoir les droites
demandées.

On est conduit quelquefois & une solution en faisant usage d’une
propriété des lignes représentées sur le tableau.

Prenons un exemple : on a ( fig. 31) une droite de front MN,
sur laquelle il y a les points 1, 2, 3; une droite NN” passe par le
point N et rencontre la ligne d’horizon en un point trop éloigné
du cadre pour pouvoir étre employé : on demande de tracer
les droites partant des points M, 1, 2, 3, et aboutissant au
point, en dehors du cadre, o NN" rencontre la ligne d’ho-
rizon.
<9
3, N a un point I de la ligne d’horizon : nous obtenons les points

Tracons une horizontale de front et joignons les points M, 1, 2

Fig.

o)

3.

M/, 1/, o/, 3, N'. Portons les segments compris entre ces points, &
partir du point N’ ot I'horizontale de front que nous venons de
mener rencontre la droite donnée qui passe par le point N : nous
obtenons les points 3", 2”, 1", M". Les lignes qui joignent ces points
aux points donnés sont les droites demandées. Les droites qui
aboutissent au point F sont, dans l'espace, des droites paralléles
entre elles; les segments M'-1', 1/-2/, ..., qu’elles interceptent sar
I'horizontale de front que nous avons tracée, sont égaux aux seg-
ments M-1, 1-2, 2-3, puisque ce sont des segments interceptés par
des paralleles sur deux paralléles. En portant ces segments sur
'horizontale de front, nous avons les segments qu’intercepteraient
les lignes demandées, qui, dans P'espace, doivent étre paralleles
entre elles. Par conséquent, nous avons résolu le probléme en fai-
sant usage de la propriété, que possédent des lignes convergentes
en un méme point de la ligne d’horizon, d’étre les perspectives de
lignes de l'espace paralléles entre elles.
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Déterminer sur MN ( fig. 32) des points qui partagent ce
segment comme 1, 2, 3 partagent le segment de front M4.

Tracons la droite /M qui rencontre N4 au point L. Les droites
L1, L2, L3 coupent aux points 1/, 2/, 3/ la parallele & M4 menée
du point N. On joint ces points au point f. Ces droites coupent
MN aux points 1", 2", 3" qui sont les points demandés.

Remarquons gqu’on doit choisir la direction de M:f de maniére a
avoir un point L qui ne soit pas éloigné. Dans certains cas on
peut mener simplement sur le tableau une droite par le point M
parallelement a N4.

Sile segment MN est égal au segment M4, les segments compris
entre les points M, 17, 2", 3", N sont égaux aux segments compris
entre les points M, 1, 2, 3, 4.

Fig. 3a. Fig. 33.
H e me Q_t_~_§___ﬁ ________
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Mener par un point M une droite qui passe par Uintersec-
tion de deux droites A, B dont le point de rencontre est trop
élotgné.

Du point donné abaissons une perpendiculaire sur chacune des
droites; ces perpendiculaires donnent sur A et B les points a et b.
La droite demandée est la perpendiculaire abaissée du point M sur
la droite @b. On fait ainsi tout simplement usage de la propriété
des hauteurs d’un triangle de passer par un méme point.

Voici une autre solution du méme probléme.

Supposons qu'il s’agisse de deux droites du géométral. Par le
point M (fig. 33) menons deux droites qui coupent la ligne d’ho-
rizon aux points Q et R. Ces droites rencontrent les deux lignes
données A, B, 'une au point 1, l'autre au point 2. Menons la
ligne 1-2, qui rencontre la ligne d’horizon au point S. Par le
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point S tracons une droite quelconque qui coupe les droites A, B,
Pune en 1/, 'autre en 2/; joignons R a 1" et Q & o' : ces deux der-
niéres droites se coupent au point M’ et la ligne MM’ est la droite
demandée.

Cela tient & ce que, sur le géométral, les deux triangles M-1-2,
M'-1/-2' ont leurs cdtés respectivement paralléles, puisque les per-
spectives de ces cOtés se rencontrent en des points situés sur la
ligne d’horizon.

La figure que nous obtenons ainsi conduit & cette proposition
de Géométrie :

St les cotés correspondants de deux triangles se coupent en
des points situés sur une méme droite, les sommets de ces
triangles sont sur des droites convergentes en un méme point.

Ou, réciproquement :

St les sommets de deux triangles sont sur des lignes conver-
gentes en un méme point, les points de rencontre des cétés cor-
respondants sont en ligne droite.

Ces deux triangles, dont les sommets sont ainsi placés sur des
droites convergentes, sont des triangles homologiques.

En général, lorsque sur un plan deux figures se correspondent
point par point et droite par droite, de fagon que les points corres-
pondants soient sur des droites convergentes en un méme point i,
et que les droites correspondantes se rencontrent sur une méme
droite D, ces deux figures sont komologiques.

Le point ¢ est le centre d’homologie, et la droite D est l'axe
d’homologie.

La théorie des figures homologiques est due & l'illustre géo-
métre Poncelet (1).

(1) Traité des proprietés projectives des figures, 2° édition, t. I, p. 154.

=N
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CINQUIEME LECON.

PERSPECTIVE D'UNE ELEVATION.

Echelle des hauteurs, — Extension des constructionsdela perspective. — Perspective
d’arcades. — Abaissement du géométral. — Suitede larecherche de la perspective
des arcades.

Echelle des hauteurs. — Nous avons vu que I’échelle des largeurs
est la perspective d’une horizontale de front, telle qu’un segment
de cette horizontale a pour perspective un segment qui lui est
égal. Cette propriété de I'échelle des largeurs est vraie pour une

Fig. 34
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droite quelconque du plan de front ui contient I'horizontale dont
a perspeclive est 1’échelle des largeurs. Il est faci en voir la
1 pect t échelle des larg I1 est facile d
raison.

Décrivons, sur ce plan de front dans espace, une circonférence

s P 1Y ’

de cercle dont le cenlre soit un point de I'horizontale qui a pour
perspective I'échelle des largeurs; la perspective de cette circon-
férence est une circonférence, puisqu’elle est tracée sur un plan
le front. On voit ainsi qu’un rayon de direction quelconque a pour
de front. O t ’ ded t l
perspeclive un segment qui lui est égal, puisque cela est vrai pour
le rayon compté sur I’échelle des largeurs.

Cherchons, d’aprés cela, la perspective d’un point situé a une
hauateur donnée au-dessus du géométral.

M est (fig. 34) la perspective de la projection du point donné
sur le géométral. Le point de l'espace dont M est la projection sc
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trouve sur la verticale menée de ce point et & une hauteur qui doit
étre la perspective du segment mesurant la distance du point donné
au géométral.

Par le point M tracons une droite qui rencontre la ligne d’ho-
rizon au point I dans I'intérieur du cadre. Cette ligne rencontre
Péchelle des largeurs au point N. Sur la perpendiculaire a I’échelle
des largeurs menée du point N, perpendiculaire que nous considé-
rons comme la perspective d’une verticale, portons la haateur qui
mesure la distance du point donné au géométral : nous obtenons
un point N'. Joignons le point F au point N'; cette droite ren-
contre au point M’ la verticale issue du point M : le point M’ est
la perspective demandée.

Les deux droites FM/, M sont, en effet, deux droites paralleles
entre elles dans I’espace, puisqu’elles ont méme point de fuite; ces
deux droites interceptent sur les verticales MM’, NN des segments

Fig. 35
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MM/, NN’ qui, dés lors, sont égaux. Mais le segment NN’ est égal a
la hautear du point donné au-dessus du géométral; il en est donc
de méme de MM/, et le point M’ est bien la perspective cherchée.

Cette construction permet de déterminer la perspective d’un
point quelconque de I’espace; mais, lorsqu’on cherche la perspec-
tive d’un certain nombre de points, on opére en employant une
droite que I'on appelle échelle des hauteurs, et dont nous allons
parler.

Par le point H' (fig. 35) et en dehors du cadre du tableau, me-
nons une droite qui rencontre I'échelle des largeurs en un point C.
De ce point G élevons une perpendiculaire a Uéchelle des largeurs;
c’est sur cette droite, considérée comme la perspective d’unc verti-
cale située dans le plan de front qui contient I'échelle des largeurs,
que nous mesurerons les hauteurs; on appelle cette droite 'échelle
des hauteurs.
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Par le point M menons une horizontale de front; elle coupe la
droite H'C en un point p. Sur Péchelle des hauteurs, & partir du
point C, portons un segment Gy égal a la hauteur du point donné
au-dessus du géométral; joignons le point H' au point v. Cette
droite rencontre au point p' la verticale qui passe par le point j1; il
suffit maintenant de ramener le point p’, 4 'aide d’une horizontale
de front, sur la verticale du point M, pour obtenir le point M/,
perspective du point demandé.

En opérant ainsi, nous avons supposé que ’élévation et le plan
étaient des dessins faits a la méme échelle. Si I’élévation est & une
échelle différente de I'échelle du plan, & une échelle double par
exemple, onn’a qu’a doubler le segment H'C; on porte CC'=H'C;
du point €' on éléve une perpendiculaire & la ligne de terre, et 'on
a I'échelle des hauteurs.

Nous avons pris le point C pour origine de I'échelle des hauteurs;
c’est a partir de ce point que nous avons porté la hauteur Cv du
point donné. On prend souvent pour origine le point de rencontre
de P’échelle des hauteurs avec la ligne d’horizon, et alors c’est a
partir de ce point de rencontre qu’on porte, sur Péchelle des hau-
teurs, dans le sens convenable, la distance du point donné, non
plus au géométral, mais au plan horizontal situé a la hauteur de
Iceil.

Considérons, par exemple (fig. 36), un point dont la projection
horizontale est m et la projection verticale 72’ : la hauteur de ce
point au-dessus du géométral est la distance du point 7' a la
droite (G'). Si nous indiquons sur le plan vertical de projection
une horizontale A%/ & une distance de (G') égale a la hauteur de
U'eeil au-dessus du géométral, la hauteur du point 7’ au-dessus du
plan horizontal passant par I'ceeil est la distance du point m/ & AR,
c’est cette hauteur que l'on doit porter a partir du point de ren-
contre de I'échelle des hauteurs avec la ligne d’horizon.
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Extension des constructions de la perspective. — Avant de passer a
une application, nous allons dire un mot de extension des tracés
qui donnent la perspective d’un point lorsque celui-ci est en avant
du tableau.

On est conduit & considérer des points en avant du tableau lors-
qu’on s’occupe de larecherche des ombres en perspective; le point
lumineux est dans une position tout & fait indépendante de la si-
tuation du tableau : il peut étre derriére le spectateur. 11 est done
nécessaire de pouvoir faire intervenir la position du point lumi-
neux en établissant sa perspective, ce mot étant défini comme nous
allons le dire.

On appelle encore perspective d’'un point, placé en avant du

tableau, la trace sur le plan du tableau de la droite qui passe par
ce point et par I'eil du spectateur.

Cherchons comment sont placées les perspectives des points sui-
vant leurs positions relatives par rapport au tableau et par rapport
au spectateur.

Projetons (fig. 37) le géométral et le tableau sur un plan per-
pendiculaire a la ligne de terre. Le tableau est représenté par une
simple’ droite (T), et le géométral par la droite (G) perpendicu-
[aire a (T'); I'eil est projeté au point O, laligne de terre au point A.

Considérons d’abord un point m placé derriére le tableau par
rapport au spectateur. Joignons le point O au point m ; cette droite
rencontre (T') au point M, qui est entre la ligne de terre et la ligne
d’horizon.

Prenons le point en 7/, en avant du tableau. Joignons le point O
au point ' et prenons la trace de cette droite sur le plan du ta-
bleau, nous avons un point M’ que nous appelons la perspective
du point m', et nous voyons que ce point M’ est au-dessous de la
ligne de terre.
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Placons maintenant le point en m’, derritre le spectateur. Joi-
gnons le point 7" au point O, nous avons une droite qui rencontre
le tableau en un point M" situé¢ au-dessus de la ligne d’horizon.

Tig. 38.
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Nous pouvons dire, d’apres cela, en ne considérant que deux
cas : Les points du géométral qui sont en avant du spectateur
ont leurs perspectives au-dessous de la ligne d’horizon; les
points qui sont derricre le spectateur ont leurs perspectives au-

dessus de la ligne d’horizon.
On peut arriver a ces résultats en appliquant la construction

méme qui a servi a déterminer la perspective d'un point du géo-
métral.

Reprenons ( fig. 38) un point m sur le géométral, la droite mC
qui passe par ce point, et la parallele of & mC. Pour déterminer
la perspective du point m, nous avons porté (fig. 39), & partir du
point G jusqu’au point E, I'éloignement oblique du point m, et
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nous avons joint le point E au point ¢ par une droite qui ren-
contre F'C au point M, perspective du point m.

Si le point m, au lieu d’étre placé derricre le tableau, se trouve
(fig. 38) en m’ en avant du tableau, tout en restant en avant du
spectateur, les deux segments Gm/ et fo sont comptés dans le
méme sens. Nous avons donc & porter I'éloignement oblique G2/
a partir du point G (fig. 39) jusqu’au point I dans la direction
de F'd, et, en joignant le point ¢ au point I, on a une droite qui
donnue le point M/, au-dessous de la ligne de terre.

Prolongeons la droite mC ( fig. 38) et prenons un point 7 situé
derriére le plan de front qui passe par I'eeil. Il faut porter ( fig. 39),
a partir du point C sur la ligne de terre, la longueur Gm” qui
est plus grande que Fd; en joignant 'extrémité du segment ainsi

Fig. 4o.
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obtenu au point &, on a une droite qui rencontre CF en M” au-
dessus de la ligne d’horizon.

On retrouve bien de cette fagon les résultats auxquels nous
étions arrivés directement.

Prenons maintenant ( fig. 40) un point 72, & une certaine hau-
teur au-dessus du géométral et au-dessous du plan d’horizon. En
joignant le point O au point 72, on obtient le point M;, qui est
au-dessous de la ligne d’horizon. De méme, pour le poinl qui se
projette sur le géométral an point 7/, si nous prenons un point
m toujours au-dessous du plan d’horizon, en joignant le point O
au point m |, nous obtenons la perspective M|, au-dessous de I'ho-
rizon, comme précédemment.

Mais, pour le point m" situé derriere le plan de front passant par
I'wil, le point m}, qui est au-dessous da plan d’horizon, donne
en perspective un point situé au-dessus de la ligne d’horizon;
ainsi, pour les points en avant du spectateur et au-dessous du
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plan d’horizon, les perspectives sont au-dessous de la ligne
d’horizon; Uinverse a licu pour les points placés derriére le spec-
tateur.

Si I'on prend des points situés au-dessus du plan d’horizon,
ceux qui sont devant le spectateur ont leurs perspectives au-dessus
de la ligne d’horizon, et 'inverse se présente pour les points placés
derriére le spectateur.

On peut retrouver ces résultats directement sur le tableau. Soit
(fig. 41) le point M, situé au-dessous du plan d’horizon et dontla
projection sur le géométral est en Mj cetle projection, d’apres ce
que nous avons dit, montre que le point est placé derriére le tableau.
Sil'on prend un point placé derriére le spectateur et dont la pro-

Fig. 41.

jection sur le géométral a pour perspective le point M”, le point
de P’espace se trouve sur la verticale passant par ce point M, et, s’il
est & la méme hauteur que le point M, au-dessus du géométral, en
joignant le point cherché a ce point, nous avons une horizontale
dont la perspective est M, F; cette horizontale détermine alors le
point M & sa rencontre avec la verticale passant par M”. Le seg-
ment M"M] est égal au segment MM,, et 'on voit que, pour le
point placé derriére le spectateur et au-dessous du plan d’horizon,
sa perspective M| est au-dessus de la ligne d’horizon.

Il est essentiel de se familiariser avec la situation relative des
points, selon qu'ils sont devant ou derriére le spectateur, et de voir
la position correspondante de leurs perspectives, surtout lorsqu’il
s'agit de recherches d’ombres. Ainsi une verticale telle que MM,
a pour ombre portée une ligne qui s’éloigne de I'observateur ou
qui s’en rapproche, selon la position du point lumineux par rapport
a cette verticale. En se rendant bien compte de la situation rela-
tive de l'objet éclairé et du point lumineux, on voit tout de suite

la direction que I'on doit prendre pour 'ombre portée de cette ver-
ticale.
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Nous reviendrons sur ces détails lorsque nous nous occuperons
de la recherche des ombres.

Ce que nous venons de dire relativement a la recherche de la
perspective d'un point dans I’espace el ce que nous avons dit pré-
cédemment pour la recherche de la perspective d’un point du géo-
métral suffisent pour déterminer la perspective d'un ensemble dont
on connait le plan et I’élévation.

Nous allons prendre un exemple et montrer comment on opére
dans ce cas.

/

/ e ~

Perspective d’arcades. — Soit & rechercher la perspective d’une
suite d’arcades. On donne la projection horizontale des piliers sou-
tenant ces arcades et la projection des arcades sur un plan vertical
parallele au plan du mur qui les limite. Nous avons ( fig. 42) sur
le plan vertical de projection I'horizontale 24’ & la hauteur de
Pceil au-dessus du sol qui correspond au géométral.

Tracons sur le plan horizontal la projection AB du tableau et
prenons la projection horizontale o de I'eeil. Le tableau est, par
exemple, limité en A et B, I'angle optique est AoB. On doit cher-
cher a donner & AB une direction convenable et & placer le point o
de fagon a voir 'ensemble de l'objet dont on cherche la perspec-
tive.
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Prolongeons les cotés des carrés qui forment les projections des
piliers, nous obtenons une suite de droites paralléles entre elles;
prenons une ligne of, parallele & cette direction, pourlarecherche
de la perspective. Soit m un sommet du premier carré et n le som-
met du troisiéme; par les points m et n ona deux droites qui déter-
minent sur la ligne AB les points 1 et 2.

Aprés avoir pris ces dispositions sur le géométral, et avant de
passer a la perspective, nous allons dire quelques mots de 'opéra-
tion qu’on appelle abaissement du géométral.

Abaissement du géométral. — Les perspectives des points du plan,
placés sur le géométral derriére le tableau par rapport au specta-
teur, sont sur le tableau dans une région qui est comprise entre
la ligne de terre et la ligne d’horizon. Si I'on abaisse le géométral,.
c’est-d-dire si l'on transporte le géométral verticalement au-dessous
de la position qu'il occupe, la figure tracée sur ce géométral a pour
perspective, aprés le déplacement, une figure qui est toujours com-
prise entre la ligne d’horizon et une nouvelle ligne de terre. Mais
celle-ci est plus éloignée de laligne d’horizon que la premiére : on
a donc ainsi une région plus étendue occupée parla perspective, et
cette perspective est alors d’une lecture plus facile.

Le géométral ainsi abaissé occupe, par rapport a l'eeil, une cer-
taine position. Supposons que l'eeil et ce géométral abaissé soient
liés invariablement, et qu’on les transporte encore tous les deux
au-dessous de la position qu’ils occupent, jusqu’a ce que 'ceil soit
sur le prolongement du premier géométral. Alors toute la perspec-
tive du géométral abaissé est maintenant située au-dessous de la
ligne de terre, et on a avantage de n’avoir a faire des tracés qu’en
dehors du cadre.

Comme la plupart des lignes qui conduisent au résultat, c’est-
a-dire a la perspective du plan, doivent disparaitre, et qu’il est
difficile d’enlever des lignes sans détériorer un peu le papier du
dessin, on évite ces détériorations en plagant toutes les construc-
tions en dehors du cadre; on peut alors, s’il y a lieu, appliquer
facilement des teintes.

L’opération qui consiste a abaisser simultanément P'cil et le
géométral porte le nom d’abaissement du géométral.

Lorsque la détermination de la perspective du plan est ainsi faite
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sur le géométral abaissé, il suffit de relever tous les points sar des
verticales pour les avoir dans la position qu’ils doivent occuper
sur la perspective du plan. C’est ainsi que nous allons opérer pour
la recherche de la perspective d’une suite d’arcades.

Suite de la recherche de la perspective des arcades. — La largeur
du tableau est dans un rapport arbitraire avec la largeur AB qui
est indiquée sur le géométiral.

Avec cette hypothése, on est obligé d’opérer au moyen de lignes
proportionnelles pour avoir la ligne d’horizon et la position des
points de fuite.

ABest( fig. 43)la largeur du tableau. Portons Ab = AB du géo-
métral et A%, égal A la hauteur de P'ceil au-dessus du géométral;
joignons le point /4 au point b et menons par le point B une pa-
rallele & la droite ainsi obtenue. Cette paralléle rencontre le cadre
du tableau au point H, par lequel passe la ligne d’horizon HH'. A
partir du point A, portons le segment A f,— A/ du géométral;
joignons le point /4, au point fy, et par le point H menons une pa-
rallele a cette droite : nous obtenons le point I/, que nous relevons
en I' sur la ligne d’horizon. Ce point I est le point de fuite des
droites m1, no et de toutes les lignes paralléles a la direction de
ces droites.

Abaissons le géométral en transportant la ligne de terre en
A'B'; la ligne d’horizon est confondue avec AB, et le point de
fuite I' est venu en F'. Joignons le point F" au point A’; par le
point f; menons une paralléle a cette droite. Cette paralléle ren-
contre AA’ en un point : c’est par ce point que nous tracons
Péchelle des largeurs. On a bien ainsi I'échelle des largeurs, parce
que la distance du point A & cette droite est & la distance du point
A au point A’ dans le rapport AAFZ]; comme on le voit facilement
sur la figure.

A partir du point B, tragons en dehors du cadre laligne oblique
BC/ qui rencontre I’échelle des largeurs en un certain point @ c’est
a partir de ce point que nous menons une droite sur laquelle nous
compterons les hauteurs.

Cherchons la perspective du point m et la perspective du point 7.
Pour cela, portons sur 'échelle des largeurs, a partir du point «,

des segments égaux aux distances de A & 1 et & 2, ainsi qu’a tous
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- les points intermédiaires relatifs aux piliers : on obtient le point 1’

et, successivement, des points correspondant aux sommets des
piliers. On a alors alternativement, a partir de 1/, des segments
égaux aux deux intervalles qui se trouvent sur la ligne AB du
géométral, a partir du point 1. Joignons le point I’ aux points
ainsi obtenus : on a des lignes sur lesquelles doivent se trouver les

Fig. 43.

perspectives des sommets des carrés qui forment les projections
des piliers.

Cherchons la perspective du point m en employant le point 2d,
obtenu en portant F'-2d égal a deux fois fo. Prolongeons la
droite I''1" jusqu’a la droite A’B’ en 1”, et, a partir du point 1”,
portons sur la ligne de terre une longueur égale & deux fois mr,
qui est I'éloignement oblique du point 7. Joignons le point 2d au
point que nous venons de déterminer sur la ligne de terre : cette
droite rencontre F'1’ en un point M’ qui est la perspective du
sommet m du carré d’un pilier.
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Opérons de méme pour le point n. La droite F'2/ rencontre la
ligne A’B’ au point 2”. A partir du point 2’ sur A’B/, prenons un
segment ¢égal a deux fois I’éloignement oblique 72 du point n;
joignons Dextrémité de ce segment au point 2. Cette droite
rencontre 2" au point N/, perspective du point 7, et alors la
droite mn a pour perspective la droite M'N’. Cette derniére
rencontre les lignes divergentes du point F/ en des points qui
sont les perspectives des sommets des carrés projections des
piliers. On détermine de la méme maniere la perspective de la
ligne parallele & mn et qui contient les autres sommets des carrés
des piliers.

Nous avons ainsi achevé la recherche de la perspective du géo-
métral abaissé.

Ramenons maintenant le géoméiral dans sa position. Relevons
verticalement les perspectives des sommets des carrés. Pour
cela, relevons la droite M'N’ et la ligne qui lui est paralléle.
Prenons les points ot ces deux droites rencontrent, d’une part
F'1" et d’autre part I'oblique BC/. Ces deux droites se relévent,
I'une en F1” et l'autre en H'C. Ramenons sur ces droites les points
M, Q', 7 et s' : nous obtenons les points M, Q, r, s. Joignons le
point M au point r, le point Q au point s : nous avons les deux
droites sur lesquelles il ne reste qu’a rapporter par des verticales
les sommets des piliers. Nous possédons ainsi la perspective de la
partie inférieure des piliers.

Occupons-nous de la hauteur de ces piliers. Prenons sur la
figure géométrale ce qu’on appelle la ligne de naissance des
arcades, c¢’est-a-dire la ligne a partir de laquelle commencent les
arcades proprement dites. Porlons, a partir du point ot I'échelle
des hauteurs rencontre la ligne d’horizon, la hauteur de la ligne
de naissance au-dessus de Z//'; joignons Uextrémité j du segment
ainsi obtenu au point H’. Ramenons le point M par une horizontale
de front sur la ligne H'C; puis, par le point ainsi ramené, menons
une perpendiculaire & la ligne d’horizon : cette droite rencontre la
ligne oblique H'j, en un point qu'on raméne en M. De méme
pour le point N : on obtient le point N, et 'on joint le point M/
au point N. La droite M, N est la perspective de la ligne de
naissance des arcades. C’est a cette ligne que I'on doit limiter les
verticales qui passent par les sommets des piliers qui se trouvent
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sur la droite MN. On trouve de méme la perspective d'une paralléle
a cette ligne sur laquelle on limite les extrémités des autres arétes
des piliers.

Sur le géométral abaissé, il est facile d’avoir les perspectives des
projections des centres des circonférences qui forment ce qu’on
appelle les courbes de téte des arcades. Nous relevons ces per-
spectives sur la ligne M’ N/, et nous avons les centres des circon-
férences courbes de téte des arcades. 1l suffit maintenant d’appliquer
la construction donnée dans la derniére Lecon pour avoir la per-
spective d’une circonférence de cercle, aprés avoir cherché toute-
fois la perspective de la tangente commune & toules ces circonfé-
rences : cette derniére perspective se détermine comme nous avons
déterminé M| V).

Nous avons alors pour la circonférence, dont le diamétre hori-
zonlal est GI et dont le centre est au point w, I'extrémité L du
diamétre perpendiculaire & GI. On joint le point L aux points G
et I, on méne une paralléle a Lo pour avoir une perpendiculaire
au diamétre GI, et 'on joint aux points G et I les points de ren-
contre de cette droite avec LG et LI : ces droites se coupent en
un point de la circonférence. On obtient ainsi autant de points que
I'on veut, et 'on a alors, en les réunissant, une courbe qui doit
élre tracée tangentiellement en L a la perspective de la tangente
commune aux courbes de téte des arcades. On fait de méme pour
les autres arcades.

Apres avoir tracé la perspective des circonférences qui sont dans
le plan vertical parallele au plan MN, on a achevé la perspective
des arcades.

Il'y a des vérifications. Ainsiles perspectives des cotés des carrés
dont la direction est m1 sur le géométral doivent rencontrer la
ligne d’horizon au point F.

Voila comment on opere lorsque I'on a, d'une fagon complete,
le plan et I'élévation de la figare dont on demande la perspective.
Mais généralement on ne posséde pas des données achevées, des
dessins complétement terminés; on connait les principales dimen-
sions de I'objet & mettre en perspective, et la perspective s’achéve
directement sur le tableau.

Pour effectuer ces tracés directement en perspective, il est né-
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cessaire de connaitre la solution des problemes élémentaires rela-
tifs a la ligne droite et au plan. Ces problémes, analogues a ceux
que I'on résout dans la méthode des projections orthogonales et a
ceux que nous avons résolus en étudiant la méthode des projections
colées, nous les aborderons dans la Lecon suivante.
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SIXIEME LECON.

CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU.

Problémes relatifs & la ligne droite et au plan. -— Perspective des moulures.

Problémes relatifs a la ligne droite et au plan. — Pour les explica-
tions relatives aux solutions de ces problémes, nous représentons
un point par sa perspective et par la perspective de sa projection
sur le géométral; de méme pour une droite.

Etant donnée une droite, déterminer sa trace sur le géomé-
tral. — La droite M'N' ( fig. 44) et sa projection MN sur le géo-
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métral sont deux droites dans un méme plan : dés lors, M'N’ pro-
longée rencontre MN. Le point de rencontre T de ces deux droites
est un point du géométral : c’est alors la trace de la droite donnée
sur le géométral, c’est-a-dire le point demandé.

Déterminer la trace d’une droite sur un plan horizontal
situé & une distance donnée du géométral. — Sur les verticales
qui projettent les extrémités de la droite donnée et a partir du
géométral, on porte, dans le sens convenable, la distance donnée.
On obtient ainsi deux points qu’on joint par une droite. Cette
droite coupe la droite donnée au point cherché.

On construit de la méme maniére le point ot une droite donnée
rencontre un plan horizontal qui passe par un point donné.
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Déterminer la trace d’une droite sur un plan de front. —
Soit zy (fig. 44) 'horizontale de front, trace du plan de front
donné sur le géométral. Ce plan de front rencontre, suivant une
verticale, le plan qui projette la droite donnée sur le géométral;
cette verticale passe par le point R, qui est le point de rencontre
de zy et de MN : la droite d’intersection des deux plans est la ver-
ticale RR’; le point R/, ot cette droite rencontre la droite donnée
M'N, est le point demandé.

On détermine de la méme maniére la trace d’une droite sur un
plan vertical quelconque.

Reprenons le plan de front zy et supposons qu’on ail transporté
ce plan de front al'infini; 2y est alors confondu avec HH', le point
de rencontre F de MN avec HH' est la nouvelle position du point
R, et, en élevant la perpendiculaire FE' 4 la ligne HH, nous obte-
nons le point F/, qui est le point de rencontre de M'N’ avec le
plan de front, transporté a I'infini.

Puisque le point I est la perspective du point de rencontre de
la droite M'N avec un plan a I'infini, le point I/ est la perspective
du point qui est a I'infini sur cette droite; ce point I est donc le
point de fuite de M'N’, et la construction que nous venons de
trouver conduit alors a la détermination du point de fuite d’une
droite donndée.

Résolvons directement ce dernier probléme.

Construire le point de fuite d’une droite donnée. — Le point
de fuite de la droite donnée est sur la ligne de fuite du plan qui pro-
jette cette droite sur le géométral. Ce plan étant vertical, sa ligne
de fuite est une verticale. Mais nous connaissons un point de cette
ligne de fuite, puisque, la droite MN étant une droite de ce plan,
son point de fuite, c’est-a-dire le point ot elle rencontre la ligne
d’horizon, appartient a la ligne de fuite de ce plan vertical. Nous
devons donc prolonger MN jusqu’au point I ou elle rencontre la
ligne d’horizon, par ce point I élever & la ligne d’horizon une per-
pendiculaire quiest la ligne de fuite du plan vertical qui projette la
droite donnée sur le géométral. Le point de rencontre de cette ligne
de fuite et de la droite M'N’ est le point de fuite cherché de cette
droite. Nous retrouvons ainsi la construction précédente.

La connaissance de ce point de fuite permet de résoudre immé-
diatement le probléme suivant.
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D’un point donné, mener une paralléle a une droite donnée.
— 1 suffit de joindre le point donné au point de fuite de la droite
donnée, et 'on a la parallele demandée.

La trace d'un plan sur le géométral a pour point de fuite le point
ou cette droite rencontre la ligne d’horizon, et, comme la ligne de
fuite du plan doit contenir les points de fuite de toutes les droites
tracées sur ce plan, cette ligne de fuite doit passer par le point de
fuite de la trace du plan. La trace du plan sur le géoméiral el sa
ligne de fuite sont donc deux droites qui viennent se couper sur la
ligne d’horizon.

Nous ne ferons pas usage de ces droites pour résoudre les pro-
blémes élémentaires relatifs & la droite et au plan. Lorsqu’on
s'occupe du dessin d’un édifice, on a des plans obliques, comme
cela se présente pour la toiture; ces plans obliques ne sont nulle-
ment définis par leurs traces sur le géométral et par leurs lignes de
fuite : ils sont définis par les droites qui les terminent, comme le
faite et les arétes inférieures de la toiture. Ce sont les données
mémes de ces plans que I'on doit employer.

Sil'on coupe un plan par des plans de front, les intersections
sont des droites de front, et, comme les intersections du plan
donné avec ces plans de front sont des droites paralléles entre elles,
nous voyons que les lignes de front du plan ont pour perspectives
des droites paralleles entre elles.

Parmi tous les plans de front, on peut considérer un plan de
front a 'infini. La droite de front, dans ce cas, a pour perspective
la ligne de fuite. Nous voyons ainsi que les lignes de front d’un
plan sont, sur le tableau, paralléles a la ligne de fuite de ce

plan.
Déterminer une droite de front d’un plan donné par une
droite et un point ou par deux droites qui se coupent. — Le

plan est donné (fig. 45) par la droite (M'N’, MN) et par le point
(L7, L). Par le point L, menons I'horizontale de front LR. Cette
droite représente la trace, sur le géométral, du plan de front qui
contient le point donné. Ce plan est rencontré par la droite don-
née au point R’ : la droite R’L/ est la droite demandée. Sile plan
est donné par deux droites qui se coupent, on résout le probléme
en joignant par une droite les traces de ces deux droites sur un
plan de front.
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Partager une droite M'N' en parties proportionnelles & des
segments donnés. — Par le point (M/, M) ( fig. 46) menons la droite
de front (M'R/, MR). Portons sur cette droite, a partir du point M,
des segments proportionnels aux segments donnés ou ces segments
eux-mémes. L’extrémité du dernier segment étant (R’, R), on méne
la droite (N'R/, NR) et I'on construit le point de fuite de cette
droite. Il suffit alors de joindre F’' aux extrémités des segments
portés sur M'R’ et de prendre les points de rencontre 1, 2, 3 de
ces droites avec M'N' pour avoir les points cherchés.

Car les droites F'-1, F-2, F'-3 sont les perspectives de
lignes paralleles entre elles et qui déterminent, par conséquent,

Fig. 45. Fig. 46.

sur M'N' et sur la droite de front qui passe par M’ des segments
proportionnels. Mais les segments qu’on a portés sur la droite de
front sont les segments donnés ou des segments proportionnels &
ceux-ci; donc les segments obtenus sur M'N’, sont bien proportion-
nels & ces segments donnés.

Pour ne pas étre conduit & un point de fuite F’ trop éloigné, on
peut choisir ce point, puis on cherche la droite de front M'R’ du
plan déterminé par ' et par la droite donnée. On partage M'R’ en
segments proportionnels aux segments donnés et 'on achévecomme
précédemment.

Voici une autre solution du méme probléme :

Par le point M (fig. 46) on méne une horizontale de front; on
porte sur cette droite, & partir du point M, des segments égaux ou
proportionnels aux segments donnés; on joint le point N & 'extré-
mité du dernier segment ainsi porté : cette droite rencontre la ligne
d’horizon en un point que l'on joint aux extrémités des segments
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portés sur I'horizontale de front menée par le point M; on a des
droites qui rencontrent MN en certains points. Au moyen de ver-
ticales, on reléve ces points, et ’on retrouve sur M'N' les points 1,
2, 3 qui partagent cette droite en parties proportionnelles aux seg-
ments donnés.

Si l'on porte sur une horizontale de front des segments égaux
entre eux, les droites qui partent des extrémités de ces segments
et qui aboutissent & un méme point de la ligne d’horizon sont les
perspectives de droites paralléles entre elles, qui déterminent alors
des segments égaux sur toute horizontale de front. Les segments
ainsi obtenus sur toutes ces horizontales de front sont les perspec-
tives de segments égaux entre eux dans l'espace.

On obtient de la sorte, sur ces horizontales de front, ce qu'on
appelle les échelles des plans de front qui passent par ces droites.

Lorsque 'on porte sur un plan de front une longueur égale & un
segment donné, cette longueur doit étre mesurée & ’échelle de ce
plan de front.

Supposons, par exemple, que le point d (fig. 47) soit le point
de distance correspondant a la direction M f; en joignantle point d
au point M, nous obtenons, sur la droite de front qui passe par le
point M,, un point R, et nous avons Ry M, = MM,. On dit alors
que Ry M, est la longueur de MM, a P’échelle du plan de front qui
passe par le point M;. Si nous avions joint le point ¢ au point M,
nous aurions obtenu un point R, qui nous donnerait encore
RyM == MM, ; mais ici R,M estlalongueur du segment MM, a 1’é-
chelle du plan de front qui passe par le point M, et I'on voit que
sur le tableau la longueur MR,, mesurée entre les pointes d’un
compas, est plus grande que la longueur MM,. Dans I'espace, il est
bien évident que les longueurs correspondant a ces segments sont
égales entre elles.



CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU. 69

Porter sur une drotte des segments égaux & des segments
donnés sur cetle droite. — Soit, sur le géométral, MR (fig. 48)
la droite donnée. Par le point M tragons une horizontale de front.
Joignons les extrémités des segments MN, NR & un point / de la
ligne d’horizon : ces droites rencontrent I’horizontale de front qui
passe par le point M aux points 1 et 2. A partir du point 2, prenons
des segments égaux aux segments M-1, 1-2 : nous obtenons les
points 1/, 2/. Joignons ces points au point /: ces droites rencon-
trent la droite donnée aux points N, R/, qui sont les points de-
mandés.

Fig. 48.
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Déterminer le point ot une droite rencontre un plan donné
par deuz droites qui se coupent. — On construit les points ou les
droites, qui déterminent le plan donné, rencontrent le plan vertical
qui contient la droite donnée. La droite qui joint ces deux points
rencontre la droite donnée au point demandé.

Au lieu de faire usage du plan vertical qui contient la droite
donnée, on peut employer un plan déterminé par cette droite et
par une droite de front menée de 'un de ses points. Mais cette
solution exige qu’on sache résoudre le probléme suivant.

Construire l'intersection de deux plans. — Nous supposons
que chacun des plans est donné par deux droites qui se coupent. On
coupe ces plans par un premier plan de front. On détermine ainsi
deux droites de front qui, par leur rencontre, donnent un point de
la droite d’intersection des deux plans. Au moyen d’un second
plan de front, on construit un second point de cette droite qui est
alors déterminde.

Le probléme, qui consiste a partager une droite en segments
proportionnels a des segments donnés, trouve son application lors-
qu’'on cherche la perspective d’'une moulure.

Perspective des moulures. — Nous allons considérer une moulure
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qui contourne deux murs verticaux & angle droit et en chercher la
perspective.

ab'cd'eg'l! (fig. 49) est le profil qu'on obtient en coupant la
moulure par un plan perpendiculaire aux arétes de cette moulure.
En projection horizontale, on a des droites paralléles entre elles
correspondant a la direction d’un des murs, et des droites paral-
leles entre elles correspondant & la direction de I’autre mur. Ces
droites viennent se couper en des points appartenant & un contour
relatif a la moulure et 'qui se trouve dans le plan bissecteur du
diedre formé par les plans verticaux des deux murs.

En projection horizontale, on a acdel.

Supposons que sur le tableau nous ayons les perspectives des

grandes arétes qui viennent aboutir au point projeté en @ et les
perspectives des grandes arétes aboutissant au point /; nous sup-
posons en outre que ces grandes arétes sont obliques par rapport
au tableau.

Soit HH' la ligne d’horizon ( fig. 50). Le point projeté en @ a pour
perspective le point A/, et les grandes arétes qui aboutissent & ce
point A’ sont les deux droites de la figure qui partent de ce point;
de méme pour le point L/, et, comme ces derniéres arétes sont
paralléles aux premiéres, elles doivent rencontrer respectivement
la ligne d’horizon aux mémes points que les premiéres.

Cherchons les perspectives des points appartenant au profil de
la moulure, points qui se projettent en cdel (fig. 49). Pour cela,
partageons AL (fig. 50) en segments proportionnels aux seg-
ments ac, cd, de, el, ou encore, si nous n’avons que le profil de la

moulure en segments proportionnels aux segments 1-2, 2-3, 3-g
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et g’-l'. A cet effet, menons parle point A une horizontale de front,
portons & partir du point A des segments égaux & 1-2, 2-3, 3-8’
et W, joignons l'extrémité du dernier segment ainsi porté an
point L : cette droite rencontre la ligne d’horizon en un certain
point. Joignons ce point aux extrémités des segments portés sur
I’horizontale de front qui passe par le point A : ces droites rencon-
trent AL en des points G, D, E, L qui sont les perspectives des
points ¢, d, e, (.

Cherchons maintenant les points de I'espace correspondant aux

points C, D, E, L. Ces points sont dans le plan vertical qui a pour
trace AL sur le géométral. Ce plan vertical rencontre le plan hori-
zontal qui est a la hauteur du point A’ suivant une droite qu’on
obtient en joignant le point A’ au point f, ot la ligne d’horizon est
rencontrée par la droite AL. Ce plan vertical rencontre aussi le plan
horizontal qui est & la hauteur du point I/ suivant une droite fL'.
C’est dans ce plan vertical que se trouvent les points que nous
cherchons, et qui sont sur les verticales élevées des points G, D, E.

Dans ce plan vertical, et par les points du profil de la moulure,
concevons des horizontales. Ces droites rencontrent la verticale
qui passe par le point A’ en des points qui correspondent aux
points &', m/, 1 du profil de la moulure. Nous n’avons donc qu’a
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partager le segment A'1’ en segments proportionnels aux segments
a't!, b'm!, m'1. Comme la droite A’t’ est une droite de front, nous
partageons le segment A’t’ sur le tableau en segments propor-
tionnels, en opérant comme s'il s’agissait de la droite A'1’ de I'es-
pace : nous obtenons ainsi le point B’ et le point M’, et nous avons
AB B

a0 bm’

Joignons maintenant les points B’ et M’ au point / : nous avons
ainsi, dans le plan vertical dont la trace est AL, les deux horizon-
tales passant par les points B’ et M. Ces droites rencontrent les
verticales qui passent par les points G, D, E en des points qui
appartiennent au profil de la moulure; c’est par les points ainsi dé-

terminés qu’on doit mener les grandes arétes de la moulure.

Par le point B passent deux grandes arétes horizontales qui ren-
contrent la ligne d’horizon au point ol cette droite est rencontrée
par les droites qui passent par le point A’. Nous menons de méme
les grandes arétes qui passent par les points ¢/, D/, E/, G’ et L.

Nous avons déterminé les points C/, D', E' en employant des
segments comptés (fig. 49) sur les lignes a'1 et 1/; on procéde
de méme pour construire un point quelconque du contour C/DY.

Pour achever le tracé de la perspective de la moulure, il faut
avoir soin de remarquer qu'il existe une droite A’ B’ entre le point A’
et le point B’ et une droite E'G’ entre les points E/ et G/, mais qu’il
n'y a pas de droite entre B’ et C/, parce que c’est un méme plan
horizontal relatif & la moulure qui existe sur les deux murs; de
méme, entre D' et E/, entre G/ et L/, il n'y a pas d’intersection.
Ainsi, en suivant le contour de lamoulure & partir de A’ jusqu’en L/,
on ne rencontre pas une ligne continue d’intersections de plans.
Il y a intersection de plans lorsqu’on a des plans verticaux et le
long de la ligne qui représente le contour courbe; mais les plans
horizontaux ne donnent pas lieu & des droites d’intersection.

Les grandes arétes passant par A’ ont, 'une un point de fuite
qu’on peut employer, I'autre, A’N’, un point de fuite trop éloigné.
Pour mener les arétes paralléles a celle-ci, on peut faire usage d’un
plan vertical auxiliaire sur lequel on détermine, comme nous venons
de le faire pour le plan vertical AL, les points ou il est rencontré
par les arétes paralleles 8 A'N'.

Dans la pratique, lorsqu’on a & déterminer un certain nombre
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de tracés de moulures, on se contente de chercher la perspective
d’une figure dans laquelle on remplace, par exemple, le contour
compris entre 0 et g’ (fig. 49) par une simple droite 0'g’. On
cherche alors la perspective comme précédemment : on a ainsi la
perspective par masses. Puis, en substituant a la droite B'G/( fig. 50)
un contour a simple vue, on obtient approximativement la perspec-
tive de la moulure. Mais cette maniére d’opérer n’est possible que
lorsqu’on sait, & la suite d’un certain nombre de tracés exacts, la
forme & laquelle on doit arriver pour la perspective des moulures.

On doit remarquer que, pour la solution de tous les problémes
que nous venons de résoudre, les longueurs des segments n’inter-
venant que par leur rapport, nous n’avons pas fait usage des points
de distance. Dans la Lecon suivante nous emploierons ces points
pour traiter des questions, relatives au plan et a la droite, dans
lesquelles on cherche la grandeur d’angles ou de segments de
droites.
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SEPTIEME LECON.

CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU (svIrE).

Amener un plan a étre de front. — Perspective d’une perpendiculaire & un plan. —
Perspective d’'une figure vue aprés réflexion. — Relévement du géométral.

SuvepLEMENT : Perpendiculaire a un plan.

En Géométrie descriptive, les problémes dans lesquels inter-
viennent des grandeurs angulaires ou linéaires se résolvent au
moyen de rabattements. Si, par exemple, on a & déterminer la
grandeur d’un angle, on ameéne le plan de cet angle a étre paralléle
a I'un des plans de projection, on projette la figure ainsi obtenue,
et 'on a en projection la grandeur de 'angle & mesurer.

De méme, pour déterminer la grandeur d’un segment de droite,
onameéne le plan qui contient le segment qu’on veut mesurer a étre
paralléle a I'un ou & I'autre des plans de projection.

Dans la méthode des projections cotées, on n’a qu’un plan de
projection, et alors les rabattements se font de maniére a amener
les plans, sur lesquels se trouvent les grandeurs qu’on veut me-
surer, a étre paralleles au plan de comparaison.

En perspective, nous n’avons plus qu'un plan vertical : c’est le
plan du tableau. En amenant un plan & étre parallele au plan du
tableau (et pour cela il suffit de le faire tourner autour de I'une de
ses droites de front) et en construisant la perspective de la figure
aprés la rotation, on obtient une figure semblable a la figure de
Pespace. Les angles de cette figure sont alors égaux aux angles de
la figure de I'espace, et les segments de droites sont proportion-
nels a ceux des droites de I'espace.

Le probléme que nous sommes conduit a résoudre est donc le
suivant : amener un plan a étre de front.

Avant de donner la solution de cette question, faisons remarquer
que, lorsqu’on connait les points principaux de fuite et de distance,
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on peut mesurer les segments comptés sur des perpendiculaires au
plan du tableau.
Pet D (fig. 51) sont les points principaux de fuite et de dis-

tance; une droite MP est la perspective d’une perpendiculaire au
plan du tableau : cherchons la longueur d’un segment Mm de cette
droite.

Nous n’avons qu’a joindre le point D au point M et & mener par
le point 7 une droite de front: la ligne mg est la longueur du seg-
ment Mm, a I'échelle du plan de front qui contient le point m, car
le point D est le point de distance correspondanta la direction MP;
il est donc le point de fuite des droites, telles que DM, qui déter-
minent des segments égaux sur MP et sur une horizontale de front.

Occupons-nous maintenant de ce probléme :

Amener un plan a étre de front. — On donne ( fig. 52) les points
principaux de fuite et de distance P, D. Le plan est donné par les
droites (M'C/, MC), (M'E’, ME), on le fait tourner autour d’une
de ses droites de front, pour’amener & étre de front : on demande
de construire les perspectives des points du plan lorsque la rota-
tion est effectude.

Soit zy la droite de front autour de laquelle nous allons faire
tourner le plan donné. Cette droite est dans le plan de front qui a
pour trace sur le géométral I’horizontale de front CE y. En tour-
nant autour de zy, le point M’ décrit une circonférence de cercle
dont le rayon est la perpendiculaire abaissée du point M’ sur la
charniére. Cherchons cette perpendiculaire : pour cela projetons le
point M’ sur le plan de front zy, et du pied de cette perpendicu-
laire abaissons une perpendiculaire sur zy. Le pied de cette der-
niére droite est le pied de la perpendiculaire abaissée du point M/
sur la charniére zy.

Effectuons ces constructions. Menons les droites M'P, MP. Cette
derniére droite rencontre CE en m, la verticale mm’ coupe M'P
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au point 72/, qui est la projection de M’ sur le plan de front zy.
Du point 7/, dans ce plan de front, abaissons une perpendiculaire
sur zy, et pour cela il suffit de mener une droite rencontrant

a angle droit cette droite z), puisque nous opérons dans un
plan de front. Le pied de cette perpendiculaire est 1, et la
droite M’ est la perpendiculaire abaissée du point M’ sur la char-
niére zy.

Aprés la rotation du plan autour de zy, la droite M'p., qui est
perpendiculaire & zy, a pour perspective la perpendiculaire & la
charniére menée & partir du point ., et le point M/ est sur cette per-
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pendiculaire, & une distance du point p. égale a lalongueur de M'p.,
a I’échelle du plan de front xy.

Pour trouver la longueur de M'p., considérons le triangle rec-
tangle M'm/p. et amenons le plan de ce triangle a coincider avec le
plan de front zy, en le faisant tourner autour de la droite de
front m/ .. Lorsque le plan du triangle M'm/ i coincide avec le
plan de front zy, le coté m'M’, qui est perpendiculaire a m/p., a
pour perspective une droite perpendiculaire & m'p, et le point M’
vient sur cette droite & une distance égale a la longugur de M'm'.
Mais, d’aprés ce que nous venons de dire, nous savons déterminer
la longueur de ce segment de droite : on méne par le point m’
I'horizontale de front m'g, et par le point M’ la droite M'D; on
obtient alors le segment m/g, qui est égal au segment M'm’, a
Péchelle du plan de front qui contient le point /. Rapportons ce
segment m'g en m'M" : hypoténuse M"p. du triangle M"m/p. est
la longueur de M.

11 suffit alors de porter le segment pM’, & partir du peint p. jus-
qu’en M,, sur la perpendiculaire n M, a 2y, pour avoir au point M,
la perspective du point M aprés la rotation du plan. On dit que le
point M, est le relévement du point M'.

On pourrait recommencer les mémes constructions pour d’autres
points du plan donné; mais quelques remarques permettent de
simplifier les tracés qui conduisent aux relévements de ces points.

Le plan du triangle M'm/p a sa ligne de fuite qui est parallele
a m'p., puisque cette derniére droite est une ligne de front du plan
de ce triangle. Cette ligne de fuite doit passer par le point P, qui
est le point de fuite de la droite M’ du plan du triangle. Nous
avons donc la ligne de fuite du plan de ce triangle en abaissant du
point P une perpendiculaire sur la ligne de front zy du plan
donné : cette perpendiculaire est, en effet, parallele & m/p. Elle
rencontre M’y au point de fuite ¢ de cette droite.

Le point ¢ est le point de fuite des droites tracées sur le plan et
qui sont perpendiculaires a xy. On peut remarquer que ¢ est sur
la ligne de fuite J du plan donné, puisque M’y est une droite de ce
plan.

En tournant autour de 2y, le point M’ décrit un arc de cercle,
et la corde de I’arc décrit est la ligne M’ M,. Pour chaque point du
plan, on a une droite telle que M’ M,. Toutes ces droites, étant pa-
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ralleles entre elles, ont méme point de fuite. Ce point de fuite est
a la rencontre de M'M, avec la ligne de fuite Po. Comme il est
trop éloigné, prenons le tiers dusegment M, 1, joignons le point M’
a I'extrémité du premier tiers de p.M, & partir de p, nous obte-
nons, 4 la rencontre de cette droite et de Po, le point £3. Aumoyen
du point ¢ et du point 43, il est facile d’avoir le relevement d’un
point quelconque du plan.

Prenons, par exemple, le point N du plan. Abaissons du point
N une perpendiculaire sur z); la perspective de cette droite est
Neo et son pied sur zy est le point v. Aprés la rotation, cette per-
pendiculaire Nv a, pour perspective, la perpendiculaire élevée du
point v & la droite y. Joignons le point N au point 3. Cette ligne
rencontre la perpendiculaire issue du point v en an point qui est
Iextrémité d’'un segment, compté & partir de v, et que nous triplons
jusqu’au point N, : le point Ny est-le relevement du point N.

Réciproquement, sil'on a un point du plan relevé, tel que Ny,
par des constructions inverses, on revient du point Ny au point N.

Le relévement d’une droite se fait en relevant deux de ses points;
la droite M'N, par exemple, est relevée en M, N,. On peut remar-
quer que le point ot la droite M'N rencontre la charniére est un
point qui ne change pas pendant la rotation, et, par conséquent,
il appartient a la droite M, N,.

La figure qui est tracée sur le plan donné et la figure qu’on ob-
tient aprés le relévement du plan sont deux figures, telles que les
points correspondants, comme M’ et M;, N et N,, sont sur des
droites convergentes en un méme point 8. Les droites de ces deux
figures, comme M'N et M, N, qui se correspondent, viennent se
couper sur la droite zy. Ces deux figures sont donc homolo-
giques.

Le probléme que nous venons de résoudre permet d’arriver a la
solution d’un grand nombre de questions. Si, pour ne prendre
qu'un exemple, on demande de construire dans le plan donné
et sur M'N un triangle semblable & un triangle donné, on n’a
qu’a relever le plan donné. La droite M'N vient en M,N,; dans
celte situation, on construit sur M, N, un triangle M, N, Q, sem-
blable au triangle donné, puis on raméne le point Q, en faisant
tourner le plan autour de zy jusqu'a ce qu'il soit revenu dans sa
premiére position. Le point Q, vient prendre une certaine position
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Q, et, en joignant le point Q aux points M et N, on a la perspec-
tive demandée. Nous ne nous arrétons pas a traiter d’autres pro-
blémes de ce genre.

Perspective d'une perpendiculaire & un plan. — Cherchons la per-
spective de la perpendiculaire au plan qui estissue du point M.

La droite demandée doit étre une droite du plan du triangle
M'm!p (fig. 52), puisque le plan de ce triangle est perpendiculaire
a zy; il contient, en effet, les droites uM’ et p.m’, qui sont perpen-
diculaires & zy. La droite demandée doit étre, en outre, perpen-
diculaire & la droite M'w; mais nous avons fait tourner le plan du
triangle M/ m/ . autour de la droite de front 72/ ; Phypoténuse M/
est venue en M’ 1. Dans cette situation, la perpendiculaire, menée
dans le plan du triangle & la droite M’ ., n’est autre que la perpen-
diculaire M"/ & I'hypoténuse M’ .. Lorsque nous ramenons le plan
du triangle dans la position qu'il a dans 'espace, le point de ren-
contre /, de la perpendiculaire M/ avec m/ ., ne change pas de po-
sition, et la perpendiculaire demandée est /M'. En prolongeant cette
perpendiculaire jusqu’au point ou elle rencontre la ligne de fuite
Po du plan du triangle M'm/ ., on a le point de fuite de toutes les
perpendiculaires au plan donné.

La construction que nous venons de donner s’appuie sur la dé-
termination du rabattement de M’ p. lorsqu’on a fait tourner le plan
du triangle M’ m/p. autour de la droite de front 7/ située dans le
plan zy. Nous pouvons faire la méme construction en prenant un
autre plan de front que le plan zy. Prenons, par exemple, comme
charniére la ligne de fuite du plan donné, en supposant que le plan
de front zy soit transporté a l'infini. Le triangle M’m/ . de la con-
struction précédente est remplacé actuellement par le triangle MP o
et le segment m’ g par le segment PD, que nous devons porter en
PM”, perpendiculairement & Po. L'hypoténuse M’ 9 dutriangle M' P
est maintenant rabattue en M” ¢, et la perpendiculaire au plan est
rabattue suivant la perpendiculaire menée du point M” a la droite
M"q. Cette perpendiculaire rencontre P en un point f qui est le
point de fuite des perpendiculaires au plan; en le joignant au
point M’, on a la perpendiculaire demandée.

On peut arriver directement a cette construction.

Le point P est le pied de la perpendiculaire abaissée de 'eeil O
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sur le plan du tableau; la ligne de fuite J du plan donné est la trace
sur le plan du tableau du plan mené de I’ceil paralléelement au plan
donné.

Menons un plan perpendiculaire & cette ligne de fuite; ce plan
est a la fois perpendiculaire au tableau et au plan donné; sa trace
sur le tableau est la perpendiculaire P¢ abaissée du point P sur la
ligne de fuite du plan donné. Ce plan auxiliaire coupe le plan mené
par I'ceil parallélement au plan donné suivant la droite O¢; dans
ce plan auxiliaire, la perpendiculaire au plan donné menée par
P'eil est une ligne perpendiculaire a cette droite O¢. Pour con-
struire cette ligne, faisons tourner le plan auxiliaire autour de la
droite P¢ tracée sur le plan du tableau. La perpendiculaire qui va
de Vil au point P vient alors se rabattre suivant la ligne PM”, le
segment PM"” étant égal & PD, c¢’est-a-dire a la distance del’ceil au
tableau. Nous avons alors le rabattement M” ¢ de la ligne O ¢. Nous
n’avons plus qu’a élever, du point M”, une perpendiculaire & cette
droite et a ramener cette ligne en replacant le plan auxiliaire dans
la position qu’il doit occuper. Le point ot la perpendiculaire
menée du point M” & M” ¢ rencontre P¢ est le point de fuite f des
droites perpendiculaires au plan donné.

Le plan auxiliaire que nous venons d’employer est perpendicu-
laire au tableau; il renferme deux droites rabattues, 'une en M”¢
¢t lautre perpendiculaire a celle-ci en M”f. Ces droites ont, pour
points de fuite, 'une le point ¢ et Pautre un certain point fde ¢P.

Dans le triangle cpM'”f, on a la relation Pal; < Pf= ﬁ‘) On peut
donc dire que, lorsque sur un plan perpendiculaire au plan du
tableau on a deux droites perpendiculaires entre elles, le pro-
duit des distances de leurs points de fuite au point principal
de fuite est égal au carré de la distance principale. Ce résuliat
est applicable au géométral, puisque ce plan est perpendiculaire
au plan du tableau.

Perspective d'une figure vue aprés réflexion. — Un point, vu par
réflexion dans une glace, est vua comme s'il était, par rapport a la
glace, le symétrique du point donné. Pour construire ce point
symétrique, on applique ce qui précéde, puisqu’on doit abaisser
du point donné une perpendiculaire sur le plan.

Dans le cas particulier ot la surface réfléchissante est une sur-
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face horizontale, par exemple une nappe d’eau, 'image d’un point
s’obtient en menant une verticale et en prolongeant cette verticale
au-dessous de la surface réfléchissante d’une longueur égale a la
distance du point & cette surface; comme on a des segments égaux
sur une verticale, ils restent égaux sur le tableau.

Relévement du géométral. — Lorsqu’au lieu d'un plan quelconque
on considére le géométral, le probléme, qui consiste & amener ce
plan & étre paralléle au tableau, porte le nom de relevement du
géométral. Les constructions, dans ce cas, se simplifient et se ré-
duisent aux tracés que nous allons indiquer.

Soient M (fig. 53) un point du géométral et zy la droite de front
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qui est la charniére. On obtient la perpendiculaire & cette char-
niére en joignant le point M au point P : cette droite coupe zy au
point . La longueur de M . s’obtient en joignant le point M au
point D, le segment p.g est égal a M., a I'échelle du plan de front
zy. La droite My. est relevée en pM;, perpendiculairement a zy,
le point M; étant tel que wM, soit égal & pg.

Toutes les cordes des arcs décrits par les points du géométral
sont des droites paralleles 8 MM, et ont alors pour point de fuite
le point 8, ot MM, rencontre la perpendiculaire menée du point P
a la ligne d’horizon. Ce point 8 est appelé le point supérieur de
distance. Si le géométral tourne autoyr de zy, de facon que le
point M vienne en M, au-dessous de cette droite, la corde MM, a
alors pour point de fuite le point inférieur de distance.

6
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Une droite MN du géométral est relevée en M N.

Cherchons le relévement du point dont la perspective est & I’ in-
Jint sur MN. Joignons le point P au point a relever qui est al'infini
sur MN, c’est-a-dire menons par le point P une parallele a MN :
cette droite coupe zy au point . Précédemment, pour le point M,
nous avons mené la droite # M, élevons maintenant une perpen-
diculaire & zy, a partir du point ¢; nous avons joint le point D au
point M, nous devons mener alors par le point D une parallele D
a MN et porter a partir du point 7 une longueur égale a la distance
du point ¢ au point j : nous-obtenons ainsi le point I, qui est le
relevement du point de Pespace dont la perspective est & I'infini
sur MN. Ce point de I'espace est dans le plan de front qui passe par
Peeil. Comme 1l est alors sur le géométral du méme coté que M,
par rapport a zy, on doit le placer apres le reléevement du méme
cbté que M, par rapport & zy. La longueur (I est égale a PD, d’a-
prés cette construction, et alors, quelle que soit la droite MN tracée
sur le tableau, pourvu qu’elle soit parallele a la méme direction,
on obtient toujours le méme point I appartenant au relévement de
toutes ces droites. Ce résultat était a prévoir, puisque les droites
tracées sur le géométral et dont les perspectives sont paralleles
entre elles sont des droites qui convergent en un méme point du
plan de front passant par Pceil.

On peut relever le géométral en supposant donnés le point de
fuite et le point accidentel correspondant & une direction arbitraire,
mais alors il faut donner I'angle que fait cette direction avec une
horizontale de front.

On peut se proposer un grand nombre de problémes qui exigent
le relevement du géométral. Pour arriver a effectuer rapidement
le relevement du géométral, il est utile de s’exercer en résolvant
un certain nombre de ces problémes. Nous indiquons seulement
Pénoncé suivant :

Déterminersur le géométralla perspectived’unecirconférence
décrite sur un segment donné, oblique par rapport au tableau.

Au lieu de prendre le cas particulier du relévement du géomé-
tral, on peut chercher a amener de front un plan vertical. On arrive
a des tracés trés simples qui constituent la méthode de la corde de
U’arc, dont nous nous occuperons dans la Lecon suivante. On doit
remarquer que, dans le cas d'un plan quelconque, en se servant du
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point 48, on fait déja usage de cette méthode; mais elle avait été
employée jadis dans le cas particulier des plans verticaux. Nous
réservons alors, comme on 'avait fait d’abord, le nom de méthode
de la corde de {’arc & ce dernier cas seulement.

SUPPLEMENT A LA SEPTIEME LEGON.

Perpendiculaire 4 un plan. — On détermine aussi la perspective d’une
perpendiculaire a un plan en construisant d’abord les perspectives des
projections de cette droite sur le géométral et sur un plan de front.

Fig. 54.

Soient Ta et uf (fig. 54) la trace sur le géométral et une droite
de front du plan donné.

Par le point quelconque (M, M), d’olt nous voulons abaisser une
perpendiculaire sur le plan donné, menons un plan de front : l'inter-
section de ce plan et du plan donné est la droite de front xy.

En abaissant du point M’ la perpendiculaire M’ ¢ sur cette droite,
on a tout de suite la projection sur ce plan de front de la perpendicu-
laire demandée.

Pour avoir la projection de cette perpendiculaire sur le géométral,
relevons le géométral; faisons-le tourner autour del’horizontale de
front M y. La trace Ty du plan donné est relevée en T,y et le reléve-
ment d’une perpendiculaire a cette trace s’obtient en menant une
droite T, u, de fagon que 'angle y T, u soit droit.
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En ramenant le géométral, le point « ne change pas de position et
la droite »T est alors la projection sur le géométral d’une perpendi-
culaire au plan donné.

Cette droite rencontre la ligne d’horizon au point / : la droite M/,
qui est parallele & u'T, est la projection de la perpendiculaire de-
mandée.

Cette projection est coupée au point p parla droite P¢:ladroite M/ p
est alors la perpendiculaire au plan, passant par le point M’, qu’il s’a-
gissait de construire.

Le plan vertical p M rencontre le plan donné suivant re. Le pointy,
ou cette droite rencontre M'p, est le pied, sur le plan, de la perpendi-
culaire M'y.

Par des constructions inverses de celles qui précédent, on détermine
facilement un plan perpendiculaire & une droite donnée.
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HUITIEME LECON.

CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU (FiIx).
OMBRES EN PERSPECTIVE.

Perspective d’une figure tracée sur un plan vertical : méthode de la cordede 'arc. —
Perspective d'une volte d’arétes. — Ombresen perspective. — Ombre portée parune
verticale sur le géométral. — Ombre portée par une verticale sur un plan oblique,

Perspective d'une figure tracée sur un plan vertical : méthode de la
corde de I'arc. — Considérons le cas particulier ou le plan qu’on

Fig. 55.

’
/
’

G

veut amener & étre de front est un plan vertical. On donne ( fig. 55)
les points principaux de fuite et de distance P, D et la trace MN
du plan donné sur le géométral. On veut déterminer la perspective
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d’une figure tracée sur ce plan et dont on connait les dimensions
géométrales.

Nous pouvons faire tourner le plan vertical donné autour de 'une
de ses verticales, de maniére & 'amener a étre paralléle au plan du
tableau. Aprés la rotation, nous aurons sur le tableau une figure
semblable & la figure donnée. Afin d’obtenir une figure égale a la
figure donnée, nous prenons comme charniére la droite d’intersec-
tion du plan vertical donné avec le plan de front qui contient I'é-
chelle des largeurs. _

L’échelle des largeurs rencontre la trace du plan donné au
point u. Clest la verticale z) qui passe par ce point p qui est la
charniére.

Cherchons ce que devient un point M aprés la rotation. Dans le
cas particulier actuel, on a tout de suite la droite My, qui est le
rayon de la circonférence décrite par le point M. Déterminons la
longueur de cette droite. Pour cela, projetons le point M en m sur
le plan de front de I'échelle des largeurs; faisons tourner le géo-
métral autour de my. : la droite mM, aprés le relevement, est la
perpendiculaire m G a I'échelle des largeurs. Joignons le point D
au point M de maniére a déterminer la longueur de m M, et portons
cette longueur a partir du point m jusqu’au point G : Gy est alors
la longueur de M g a’échelle du plan de front qui contient I'échelle
des largeurs.

Portons le segment p.G depuis le point p jusqu’au point M, : le
point M, est la position du point M lorsque le plan vertical MN est
amené a étre de front aprés avoir tourné autour de zy. La corde
de I’arc décrit par le point M est MM, ; cette droite rencontre la
ligne d’horizon en un point 8, qui est le point de fuite de toutes les
cordes des arcs décrits par les points du plan vertical. Gonnais-
sant 8, il est facile de déterminer ce que devient un point du plan
vertical, et, inversement, on raméne aisément sur ce plan les
points du plan de front qui contient I’échelle des largeurs.

Prenons, par exemple, un point N, joignons ce point & & par la
droite 8N : cette droite rencontre 1’échelle des largeurs au point Ny,
qui est la perspective du point N aprés la rotation dn plan ver-
tical.

Tracons sur le plan de front de I’échelle des largeurs, et avec les
dimensions qu’elle a sur I'élévation qui est donnée, la figure dont
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on demande la perspective sur le plan vertical donné. Cette figure
étant tracée, il faut la ramener sur le plan vertical MN.

Cherchons ce que devient le point R, de cette figure, qui se pro-
jette au point R, sur I'échelle des largeurs. Le point R ainsi que
le point Ry décrivent des arcs dont les cordes ont pour perspec-
tives SR, SR,; cette derniére droite rencontre MN au point R.
En menant la verticale qui passe par ce point, on a une droite qui
rencontre SR au point R/, qui est la perspective du point R/ ra-
mené dans le plan vertical MN.

Pour avoir la tangente au point R/, nous n’avons qu’a mener la
tangente au point R : cette droite rencontre la charni¢re zy en
un point T. Le point T restant, pendant la rotation, a la place qu’il
occupe, la tangente qui passe parle point R’ est alors la droite R'T.

Il résulte de cette construction que, sur le tableau, la tangente,
menée de & a la perspective de la courbe tracée sur le plan de
front de 'échelle des largeurs, est aussi tangente & la perspective
de cette courbe lorsque son plan est revena dans sa position.

Aux points M et N les tangentes a la courbe cherchée sont ver-
ticales.

Proposons-nous de mener a cette courbe la tangente qui est
paralléle & une droite UV donnée sur le tableau.

Tragons sur le tableau des droites paralléles & UV, et parmi ces
droites la tangente demandée, on a des lignes qui sont les perspec-
tives de droites convergentes en un méme point du plan de front
passant par U'eeil, si I'on suppose qu’elles sont les perspectives de
lignes situées sur le plan vertical MN.

Cherchons ce que devient le point de convergence de loutes ces
droites lorsque le plan vertical MN est amené a étre de front. Pour
cela, nous n’avons qu’'a appliquer la construction précédente au
point dont la perspective est a I'infini sur la droite UV. Ce point se
projette sur le géométral en un point dont la perspective est a I'in-
fini sur la droite MN. Menons la droite qui joint le point & a ce
point a I'infini, c’est-a-dire menons par le point § une paralléle ala
droite MN : le point I, ot cette droite rencontre I'échelle des lar-
geurs, est la perspective du point ot MN perce le plan de front
passant par I'eil, lorsque le plan vertical MN est amené de front.

En élevant une verticale a partir du point I, on a une droite qui
doit contenir la perspective du point correspondant au point situé
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a l'infini sur UV ; mais ce point se trouve surla droite 31 qui joint
le point 8 au point & I'infini sur UV, c’est-a-dire sur une parallele
a UV : on adonc au point I’ la perspective du point de conver-
gence des droites tracées sur le plan vertical MN, lorsque ce plan
est amené & étre de front.

Parmi toutes ces droites se trouve la tangente demandée : c’est
celle qui est maintenant latangente menée du point1'a la courbe
située dans le plan de front de I’échelle des largeurs; elle rencontre
la charniére zy en un certain point, et, en menant de ce point
une parallele a la droite UV, on a la tangente cherchée.

Telles sont les constructions dont 'ensemble est désigné sous le
nom de méthode de la corde de ’arc.

Nous pouvons remarquer qu’en exposant cette méthode nous
avons trouvé la solution du probléme suivant : Etant donnés une
direction MN sur le géométral et les points principaux de fuite
et de distance, construire le point accidentel correspondant &
cette direction. Le point ¢ est, en effet, le point de distance acci-
dentel correspondant a cette direction MN, puisqu’il est le point
de fuite de droites, telles que M, qui détermine des segments
égaux sur MN et sur une horizontale de front.

Perspective d'une voite d'arétes. — Nous avons jusqu'a présent
traité des problémes relatifs aux droites et aux plans; nous allons
résoudre maintenant un probléme relatif aux intersections de sur-
faces. Nous nous proposons de chercher la perspective d’une voite
que 'on désigne sous le nom de voiite d’arétes. Celle dont nous
allons nous occuper est formée par la rencontre de deux votites
appelées berceaux en plein cintre, dont les intrados, c’est-
a-dire les surfaces apparentes de ces voiites, sont des cylindres
de révolution. Les axes de ces cylindres se rencontrent a angle
droit et sont situés dans un plan horizontal appelé plan de
naissance de la voite. Puisque les deux cylindres ont leurs axes
dans ce plan de naissance et que leurs sections droites ont des
rayons égaux, les intersections de ces cylindres sont des courbes
planes dont les plans sont verticaux.

AB (fig. 56) étant la section droite d’un des cylindres, BC la
section droite de l'autre cylindre, il est facile de voir que les
lignes d'intersection de ces deux cylindres de révolution sont des
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courbes planes qui se projettent suivant les diagonales du carré
dont les c6tés sont AB et BC. Ces lignes planes, qui dans I'espace
sont des ellipses, recoivent le nom de lignes d’arétes de la voite.

Nous -allons chercher la perspective d’une voiite d’arétes, en
supposant que les génératrices de 1'un des cylindres qui forment
Iintrados de 'une des vottes soient des horizontales de front et
que les génératrices de I'autre cylindre soient des perpendiculaires
au plan du tableau.

Fig. 56.

AB (fig. 57) est un segment de front; nous supposons qu'il est
la projection sur le géoméiral du diamétre A’B’ de la section droite
du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau.
Les génératrices de ce cylindre qui passent par les points A’ et B
ont pour perspectives A'P et BP', et les perspectives des projections
de ces droites sont AP et BP. Le cylindre, dont les génératrices
sont des horizontales de front, a pour section droite, dans le plan
vertical PA, une circonférence dont le diametre, passant par A', a
pour perspective A’C/, dont la projection est AC, la droite AC
ayant été déterminée de fagcon qu’on ait AG=AB. Achevons la
perspective du carré qui a pour cotés AG et AB : c’est la projec-
tion d’un carré dont la perspective est A’B'C/E/.

Dans le plan de front AB, la section droite du cylindre dont les
génératrices sont perpendiculaires au tableau est la circonférence
décrite sur A'B’ comme diamétre. Dans le plan de front CE, ce
méme cylindre a pour section droite la circonférence décrite
sur C/E' comme diamétre. Les lignes d’arétes se projettent sur le
géométral suivant les diagonales AE, BC du carré ABCE; nous
sommes amenés a chercher l'intersection du cylindre, qui a pour
section droite la circonférence A'B’, avec les plans verticaux AE

et BC.
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Cherchons la perspective de la ligne d’aréte qui est projetée
suivant BC. Coupons le cylindre par un plan horizontal : la trace
de ce plan sur le plan de front AB est la parallele G'L/ 4 A’'B’. Ce
plan rencontre le cylindre suivant deux génératrices qui ont pour
perspectives les droites G'P et L'P et il rencontre le plan vertical BG
suivant la droite qui joint le point ot G'L coupe la verticale BB’
au point ot BG coupe HH'. Cette derniére droite rencontre les gé-
nératrices G'P, L/P aux points M/, N’ de la ligne d’aréte.

On peut aussi construire ces points en déterminant les traces
sur le plan vertical BC des génératrices G'P, L'P. Les projections
de ces deux génératrices sur le géométral sont les droites PG et PL;

ces deux derniéres lignes rencontrent la ligne BC aux points M et N,
qui sont les projections sur le géométral des points de rencontre
des génératrices PG’, PL/ avec le plan vertical BC. Nous avons
donc, en menant les verticales MM/, NN/, les deux points M'N' de
la ligne d’aréte.

La tangente en M’ est la trace sur le plan de la ligne d’aréte du
plan tangent au cylindre le long de la génératrice G’P. Construi-
sons cetle droite. Prenons les traces du plan tangent au cylindre
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et du plan de la ligne d’aréte sur le plan de front C'E’ : ces droites
sont la tangente RU et la verticale C'U; elles se coupent en U,
et UM est la tangente en M.

On peut construire ainsi autant de points qu’on voudra de cette
ligne d’aréte. En les réunissant, on a une courbe partant du
point C’ tangentiellement & la verticale C'U, arrivant au point M’
tangentiellement & UM/, puis enfin au point B tangentiellement &
la verticale B'B.

Proposons-nous de déterminer la tangente a cette courbe qui
est paralléle a la ligne d’horizon, c'est-a-dire que nous voulons
déterminer sur le tableau la tangente au point le plus élevé de la
perspective de la ligne d’aréte.

La ligne d’aréte étant I'intersection de deux cylindres, consi-
dérons-la comme tracée sur le cylindre dont les génératrices sont
des horizontales de front. Sur ce cylindre, nous avons ainsi une
courbe plane, dont le plan ne passe pas par l'eceil, puisque le
plan de la courbe est le plan vertical BC. Cette courbe rencontre
tangentiellement la ligne de contour apparent du cylindre, qui est
ici la trace sur le tableau du plan mené par I'eeil tangentiellement
a ce cylindre. Mais laligne de contour apparent du cylindre est une
parallele a la ligne d’horizon : cette ligne de contour apparent est
donc la tangente que nous nous proposons de construire. Toutes
les lignes tracées sur ce cylindre, et qui sont, comme la ligne
d’aréte, des lignes planes dont les plans ne passent pas par I'ceil,
ont pour perspectives des courbes tangentes a la méme ligne de
contour apparent du cylindre. Parmi ces lignes, il y a la section
droite du cylindre, qui est la circonférence décrite sur A’C/ comme
diamétre. Si nous déterminons pour cette circonférence la tan-
gente paralléle a la ligne d’horizon, nous aurons, d’aprés ce que
nous venons de dire, la tangente que nous voulons construire
pour la ligne d’aréte. Le probleéme est donc ramené a celui-ci :
Mener, a la perspective de la circonférence verticale décrite
sur A'C! comme diamétre, une tangente paralléle & I’ horizon.

Pour cela, nous n’avons qu’a appliquer la construction que nous
venons de donner en exposant la méthode de la corde de 'arc.
Cette circonférence étant dans le plan vertical AC, nous pouvons
construire sa perspective, en faisant tourner son plan autour de la
verticale CC/. Aprés la rotation, le point A’ vient en E/, en méme
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temps que le point A vient en E, et la corde de I’arc décrit par le
point A est la droite AE; le point de rencontre D de AE avec la
ligne d’horizon est alors le point de fuite de toutes les cordes des
arcs décrits par les points du plan vertical AG; aprés la rotation,
la perspective de la circonférence est la circonférence décrite
sur C¢'E' comme diamétre.

Nous avons vu qu'il faut joindre le point D au point dont la
perspective est & l'infini sur AC, c¢’est-a-dire mener par le point
D une parallele & AC. Cette droite rencontre la ligne de front CE
au point I; en élevant au point I la verticale II'; on a I'. 1l suffit de
mener par le point I’ une tangente a la circonférence C'E' : cette
droite rencontre la charniére CC/ au point T'; la paralléle menée
du point T & la ligne d’horizon est la tangente cherchée.

Il résulte de cette construction, puisque DI est parallele a PA,
que CI=PD, et alors la droite PI est parallele a CB. Par suite,
on peut déterminer le point I en tracant la ligne PI parallélement
a la diagonale CB; puis on reléve le point I en I sur la ligne d’ho-
rizon, et l'on achéve la construction comme nous venons de le
faire.

Ces tracés, pour construire dans un plan vertical la tangente pa-
ralléle & une droite donnée sur le tableau, reviennent a considérer
le cylindre, dont les génératrices ont pour point de fuite le point
D, qui contient la circonférence A’C/ et dont la trace sur le plan
vertical CE est la circonférence décrite sur C'E comme diamétre.
Au lieu d’employer un pareil cylindre, on peut faire usage du
cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau.
On a ainsi, pour le méme probléme, une deuxiéme solution que je
vais maintenant indiquer. '

Nous voulons déterminer sur le plan vertical BC une tangente a
la ligne d’aréte dont la perspective soit parallele a HH'. En con-
sidérant HH' comme une droite du plan vertical BC, cela revient
a chercher la tangente qui passe par le point a I'infini sur cette
droite, point dont la projection sur le géométral est a I'infini sur
BC. Cherchons les plans tangents au cylindre perpendiculaire au
plan du tableau qui sont menés par ce point. Pour cela de ce point
a I'infini menons une paralléle aux génératrices de ce cylindre; la
perspective de cette droite est confondue avec la ligne d’horizon
et la perspective de sa projection est PI parallele & CB. La trace de
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cette droite sur le plan de la base du cylindre est I’ dont la pro-
jection est I. La tangente I'V est la trace de I'un des plans tan-
gents au cylindre sur le plan de sa base. Ce plan tangent touche le
cylindre suivant la génératrice PVW. La trace de ce plan tangent
sur le plan vertical BC passe par le point T et-elle est parallele a
la ligne d’horizon : ¢’est donc TW; on a ainsi la tangente a la ligne
d’aréte dont la perspective est parallele a HH'. Le point W ou
cette droite est coupée par VW est le point de contact de cette
tangente : c’est le point le plus haut de la perspective de la ligne
d’aréte ().

Remarques. — Nous n’avons pas parlé des piliers que I'on voit
sur la figure, parce qu'il est trés simple de les déterminer.

Pour la facilité des explications, nous n’avons considéré qu'une
ligne d’aréte; mais, pour la rapidité des tracés, il est préférable de
construire simultanément les deux lignes d’arétes.

Le méme plan horizontal G'L/ permet de construire quatre
points. Pour éviter de tracer les circonférences A'B’, C'E/, on em-
ploie ordinairement les circonférences d’entrée et de sortie de la
vofte perpendiculaire au tableau.

Les tangentes aux quatre points des lignes d’arétes situés dans
le plan horizontal G'L/ se rencontrent en un méme point S’ de la
verticale SS'. On détermine le point S’ en construisant le point ol
la verticale SS' est rencontrée par le plan qui touche le long de
PM'G' le cylindre perpendiculaire au tableau. On fait usage pour
cela de la trace JS' de ce plan tangent sur le plan vertical PSS/,

Nous ne prendrons pas d’autres exemples relatifs aux intersec-
tions de surfaces, parce que nous allons avoir 'occasion d’en donner
a propos de la détermination des ombres en perspective.

(') Lorsqu’on demande la tangente & la ligne d’aréte qui passe par un point
donné sur le tablcau, on considére ce point comme étant un point du plan de la
ligne d’aréte et 'on applique la solution que nous venons de donner pour le cas
oit le point est & V'infini sur une direction tracée sur le tableau.
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OMBRES EN PERSPECTIVE.

Lorsque le Soleil éclaire 'objet dont on recherche les ombres,
le Soleil est supposé & linfini. Sa perspective est un point au-
dessus de la ligne d’horizon quand il est devant le spectateur;
la projection de ce point sur le géométral est un point de la ligne
d’horizon.

Lorsque le Soleil est derriére le spectateur, comme il est au-
dessus du plan d’horizon, sa perspective est au-dessous de la ligne

Fig. 58.

PN

d’horizon, et la perspective de sa projection sur le géométral est
toujours un point de la ligne d’horizon.

Ombre portée par une verticale sur le géométral. — Cherchons
Uombre portée par la verticale M'M éclairée par un flambeau
placé devant le spectateur et derriére le tableau.

Le plan d’ombre de cette verticale a pour trace (fig. 58)la ligne
qui joint le point M au point L, perspective de la projection du
flambeau sur le géométral. Nous limitons ombre portée, qui est
un segment de la trace de ce plan d’ombre, a sa rencontre avec
L'M’ qui joint le flambeau I/ au point M. L’ombre portée est alors
le segment MM,.

Rapprochons le flambeau du géométral jusqu’en L, sur la verti-
cale 'L : 'ombre portée va alors en augmentant.

Lorsque le flambeau est venu au point L, de fagon que sur le
tableau L,L =— M'M, la droite L, M’ est alors parallele a LM, et

Pombre portée est un segment indéfini sur le tableau.
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Lorsque le flambeau est au point Lj, tel que M'L] rencontre la
ligne d’horizon au point ou LM rencontre cette méme ligne d’ho-
rizon, 'ombre portée a une longueur infinie dans I'espace.

Si nous rapprochons davantage le flambeau jusqu’au point L,
lombre portée a toujours une longueur infinie dans I'espace et
I'on ne doit pas joindre le flambeau L) au point M’ pour avoir
une droite qui limite I'ombre portée. Le flambeau ne peut pas
donner d’ombre portée située entre lui et le c6té opposé au point
éclairé; le point éclairé est M/, il est placé sur le rayon lumineux
qui part du flambeau dans une certaine direction, et I'on ne peut
pas chercher son ombre portée dans la direction opposée sur ce
rayon lumineux.

Examinons encore le méme probléme lorsque le flambeau est
placé derriére le spectateur.

Le flambeau, étant placé derriére le spectateur et au-dessus de

I'horizon, a pour perspective (fig. 59) un point L/ au-dessous de la
ligne d’horizon, et la perspective de sa projection sur le géomélral
est un point L au-dessus de la ligne d’horizon. Dans ces conditions,
Pombre portée par la verticale M'M s’éloigne du spectateur; donc,
en prenant la trace ML du plan d’ombre de la verticale, nous de-
vons chercher 'ombre portée de la verticale sur laportion de cette
droite qui, partant du point M, se rapproche de la ligne d’horizon.
Nous limitons cette ombre portée a la rencontre de ML avec la
droite qui joint le point M’ au point L/; amsi 'ombre portée
est MM, .

Nous pouvons, comme précédemment, rapprocher le flambeau
du géométral. Le flambeau venant au point L, 'ombre portée est
MM., qui est un segment plus long que le segment MM, ; lorsque
le flambeau est au point L, tel que M'L] passe par le point de
fuite f de la droite ML, 'ombre portée s’étend jusqu’a Vinfini,



96 PREMIERE PARTIE. — HUITIEME LEGON.

puisqu’elle est limitée a I'horizon. Si nous prenons un flambeau
plus rapproché encore du géométral, en joignant le point M’ au
point Li, nous obtenons le poiﬁl; de rencontre de cette droite avec
ML, mais nous ne devons pas prolonger 'ombre portée jusqu’en
ce point : 'ombre portée ne pouvant pas dépasser la ligne d’ho-
rizon.

Lorsque le rayon lomineux est paralléle au plan du tableau, la
recherche de 'ombre portée par la verticale MM’ est trés simple :
il suffit de mener par le point M une horizontale de front et de
prendre le point de rencontre M, de cette droite avec la paralléle
au rayon lumineux menée par le point M’; on a alors immédiate-
ment MM,, qui est 'ombre portée sur le géométral par la verti-
cale MM’ éclairée par des rayons lumineux paralléles au plan du
tableau.

Ombre portée par une verticale sur un plan oblique. — Cherchons
l'ombre portée par une verticale sur un plan oblique.

La trace du plan donné sur le géométral a pour perspective
(fig. 60) la droite EC, et ce plan est limité par cette trace et par
une horizontale B'A’, dont le point A’ se projette sur le géométral
au point A. La verticale dont nous allons chercher I'ombre portée
sur ce plan est MM'; le point lumineux est le soleil S, supposé
placé derriere le spectateur.

Employons la méthode des projections obliques pour déterminer
Pombre portée par la verticale sur ’horizontale A’B’; cherchons les
ombres portées de ces deux lignes sur le géométral. L’'ombre portée
par la verticale est sur la droite MS; 'ombre portée par 'horizon-
tale A’B’ est une horizontale dont il suffit de construire un point.
Pour cela, prenons 'ombre portée par le point A’: joignons le
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point S au point A, le point A" au point §'; nous obtenons A, qui
est 'ombre portée par le point A’. L'horizontale FA’ a alors pour
ombre portée I'A;.

Cette droite rencontre MS au point Gy, et en joignant le point G,
au point S' on obtient le point G, qui est l'intersection avec A'D/
du rayon lumineux qui rencontre aussi la verticale. En joignant le
point G au point I, on obtient une droite IG, qui est la trace sur
le plan donné du plan d’ombre de la verticale. L’ombre portée par
le point M/ est sur le rayon lumineux M'S’, et, comme cette droite
rencontre la droite IG entre le point I et le point G, le point d'in-
tersection M, est 'ombre portée par le point M’ sur le plan donné.
L’ombre portée par la verticale MM’ se compose donc de MI sur lc
géométral et de IM, sar le plan oblique.

On résout de la méme maniére ce probléme :

Déterminer U’ombre portée par un segment de drotte sur un
plan obligue.

~1
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NEUVIEME LEGON.

OMBRES EN PERSPECTIVE (FIN).
EFFETS DE PERSPECTIVE.

Ombre d’un cylindre posé sur le géométral. — Ombre dans Uintérieur d’une voute.
— Effets de perspective. — Probléme inverse de perspective. — Restitutions
comparées. — Choix du point de vue.

Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Un cylindre est
posé sur le géométral; il est éclairé par le soleil placé devant
le spectateur : on demande les lignes d’ombre sur ce cylindre
et son ombre portée sur le géométral.

F (fig. 61) est le point de fuite des génératrices du cylindre
donné, qui est limité & deux plans verticaux paralleles. On donne
la trace de ees plans sur le géométral et leur ligne de fuite. La per-
spective du soleil est au point S'.

Pour déterminer la ligne d’ombre sur le cylindre, nous avons &
construire des plans tangents au cylindre parallelement aux rayons
lumineux dont le point de fuite est 5'; ces plans langents, conte-
nant des génératrices du cylindre, ont pour ligne de fuite une
droite qui passe par le point I, et, comme ces plans sont paralléles
aux rayons lumineux, cette ligne de fuite est la droite FS'. Ces
plans tangents rencontrent le plan de I'une des bases du cylindre
suivant des tangentes a cette base; ces droites ont pour point de
fuite le point de rencontre de la ligne de fuite des plans tangents
avec la ligne de fuite du plan de cette base, c’est-a-dire le point .
On a donc les traces des plans d’ombre sur le plan de la base en
menant du point ¢ des tangentes a la courbe de base du cylindre.
Appelons A/, B les points de contact de ces tangentes; les lignes
d’ombre passent par ces points de contact, et, comme ce sont des
génératrices du cylindre, elles ont pour point de fuite le point F.
On obtient donc les lignes d’ombre sur le cylindre en joignant le
point I aux points A et B.
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La ligne d’ombre qui passe par le point A’ a pour ombre portée
sur le géométral une des droites qui limitent 'ombre portée par le
cylindre sur ce géométral; cette droite est la trace, sur le géomé-
tral, du plan d’ombre qui contient FA’. On obtient cette droite en
joignant le point F au point «, ot la ligne ¢ A’ rencontre la trace Ta
du plan de la courbe de base du cylindre sur le géométral. Pour
avoir la portion de cette droite qui est utile, nous n’avons qu’a la
limiter aux points ot elle est rencontrée par les rayons lumineux

Fig. 61.

qui passent par les points A’ et A", extrémités de la ligne d’ombre
surle cylindre. A’ , A" sont les extrémités de la portion utile de cette
droite. De méme pour la ligne d’ombre qui passe par le point B’y
son ombre portée est limitée au point B|. Entre le point A’ et le
point B, il y a 'ombre portée par I'arc de courbe A’M'B'.

Construisons un point de cette courbe d’ombre portée et la tan-
gente en ce point.

Prenons, par exemple, le point M’ projeté en M sur le géométral.
Joignons le point S au point M, le point S au point M’. Ces deux
droites se rencontrent au point M|, qui est 'ombre portée sur le
géométral par le point M.

Pour avoir la tangente en ce point a la courbe d’ombre portée,
menons au point M’ la tangente M'T & la courbe de base du cy-
lindre; cette droite rencontre la trace du plan de cette courbe au
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point T'; la ligne TM est la tangente en M ala courbe d’ombre
portée. Cette courbe est, du reste, tangente a la droite menée du
point S’ tangentiellement a la courbe de base du cylindre; elle est
tangente aussi en A’ et B| aux lignes d’ombre portée que nous
venons de déterminer. Nous pouvons donc tracer cette courbe;
nous obtenons de méme l'ombre portée a l'autre extrémité du
cylindre, et nous avons ainsi achevé 'ombre portée sur le géo-
métral.

Ombre dans lintérieur d'une voite. — L’intrados de la votite est
formé par un cylindre de révolution dont les génératrices sont per-
pendiculaires au plan du tableau. A’B’ (fig. 62) est le diamétre
horizontal de la courbe de téte de la votite; C'E' est le diamétre
horizontal de la courbe de téte de la vortite située & une distance
plus grande du spectateur que la courbe décrite sur A’B’ comme
diameétre.

Nous prenons un flambeau placé au dela de la voiite, et alors
plus éloigné du spectateur que la voiite elle-méme. La perspective
de ce flambeau est au point L’ et la perspective de sa projection
sur le géométral est en L; les rayons lumineux éclairent la voite
en entrant par 'ouverture EE' C/C.

La verticale CC’ a pour ombre portée la trace de son pland’ombre.
Sur le géométral cette trace est GGy ; sur le plan vertical EB, c’est
la verticale Gyv,. Le point v, est 'ombre portée par le point 7, de
la verticale CC/, qui se trouve a la rencontre de cette droite avec
le rayon lumineux L’y;. On a donc déja I'ombre portée par la
verticale Gry.

Cherchonsl’ombre portée al'intérieur du cylindre par laligney ¢/
et I'arc dela courbe de téte du cylindre d’intrados. Parlons d’abord
de I'ombre portée par Parc de cette courbe de téte qui part du
point C/. Cette courbe donne lieu a un céne d’ombre dont le som-
met est au point L/, et son ombre portée dans I'intérieur de la
volite est I'intersection de ce cone avec 'intrados de la voiite. Nous
sommes ainsi conduits a chercher Pintersection d’un céne et d’un
cylindre qu’on peut considérer comme ayant pour base commune
la demi-circonférence de cercle décrite sur C'E/ comme diamétre.

Avant d’effectuer les tracés, nous allons d’abord démontrer. que
cette courbe d’ombre portée est une ligne plane, et, comme il s’agit
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ici d'un cone et d'un cylindre du second degré, nous allons faire
voir d’'une maniére générale que, lorsque deux surfaces du second
degré se coupent suivant une ligne plane, la portion restante
de leur intersection est une ligne plane.

Cette propriété, relative a l'intersection de deux surfaces du
second degré, s’énonce souvent ainsi :

Lorsque la courbe d’entréeest plane, la courbe de sortie est
aussi.

Fig. 62
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Pour construire des points appartenant a la ligne d’intersection
de deux surfaces du second degré, on coupe ces surfaces par un
plan. Ce plan rencontre chacune des surfaces suivant une conique;
les points de rencontre de ces coniques appartiennent a la ligne
d’intersection cherchée. Ces points sont au nombre de quatre :
on voit donc que la ligne d’intersection des deux surfaces ren-
contre en général un plan en quatre points.

Puisque nous supposons que les deux surfaces se coupent déja
suivant une ligne plane, qui rencontre alors le plan”sécant en deux
points, nous voyons que la partie restante de l'intersection ren-
contre ce plan en deux points seulement. Cette partie restante
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n’est pas alors une courbe gauche, elle est done ou une conique ou
I’ensemble de deux droites.

Pour faire voir que cette partie restante n’est pas 'ensemble de
deux droites, nous allons prouver que, s¢ deuz surfaces du second
degré se coupent suivant deux droiles, qui ne'se rencontrent pas,
la partie restante se compose aussi de deuzx droites. Quand nous
aurons démontré cette propriété, nous aurons bien fait voir que les
deux surfaces, se coupant suivant une ligne plane, ne peuvent pas
se couper en outre suivant deux droites, car il s’ensuivrait, sinous
supposions qu’elles se coupent suivant deux droites, que la pre-
miére partie de l'intersection se composait de deux droites, ce qui
est contraire a I'’hypothése.

Soient A et B des droites qui ne se rencontrent pas et qui sonl
les intersections de deux surfaces du second degré. Prenons un
point M de la partie restante de I'intersection des deux surfaces;
par ce point, menons une droite Mab qui rencontre A et B. Il n’y
a ainsi qu’unc droite, etil y en a toujours une seule. La droite Mab
rencontre chacune des surfaces au point M par hypothése, puis
aux points @ et b, ou elle rencontre A et B; elle a donc avec cha-
cune des surfaces trois points communs; donc elle est tout entiére
sur chacune des surfaces et elle fait partie de leur intersection.
Nous pouvons prendre maintenant un autre point de la partie res-
tante et reproduire le méme raisonnement. Nous voyons ainsi que
les deux surfaces, se coupant déja suivant les droites A et B, se
coupent en outre suivant deux autres droites, et, d’aprés la re-
marque faite précédemment, puisque nous supposons que les deux
surfaces du second degré se coupent suivant une ligne plane, la
partie restante est donc plane aussi.

Revenons au probléme d’ombre.

Nous avons a déterminer 'intersection d'un cone dont le som-
met est I/ (fig. 62) avec un cylindre dont les génératrices ont
pour point de fuite le point P. Par le sommet du cdne, menons
une droite parallele aux génératrices du cylindre; sa perspective est
PL/, et la perspective de sa projection est PL. Cette droite ren-
contre le plan de la base du cone et du cylindre au point I'.

Par la droite PI' faisons passer des plans auxiliaires : I'un de ces
plans a pour trace, sur le plan de la base, une droite I'M’N' menée
da point I'. Ce plan sécant auxiliaire coupe le cylindre suivant
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deux génératrices qui ont pour perspectives PM’, PN’. 1l coupe le
cone suivant deux génératrices qui ont pour perspectives L/M’,
L'N'. Les points de rencontre M, N, de ces génératrices du cone
et du cylindre appartiennent a 'intersection de ces surfaces. Le
point M, est seul utile au point de vue de la question d’ombre, il
est au dela du point M’ par rapport au point lumineux : il est
I'ombre portée par le point M’ dans U'intérieur du cylindre ; tandis
que le point N; est placé entre le flambeau et le point N et n’est
pas 'ombre portée par ce point N'.

Pour avoir la tangente au point M, & la ligne d’ombre portée
dans U'intérieur du cylindre, nous n’avons qu’a chercher l'intersec-
tion du plan tangent au cone le long de la génératrice L' M avecle
plan tangent au cylindre le long de la génératrice PN'. Ces plans
tangents ont pour traces, sur le plan de la base du cone et du cy-
lindre, les tangentes a cette courbe de base aux points M et N';
ces deux droites se coupent au point T, et la ligne TM, est la tan-
gente a la ligne d’'ombre portée.

Si nous prenons comme plan auxiliaire celui qui a pour trace sur
le plan de la base la tangente menée du point I’ & cette courbe de
base, nous obtenons le point de contact G, qui est le point de ren-
contre de cette courbe avec la ligne d’ombre portée dans I'intérieur
du cylindre.

Nous ne pouvons pas déterminer la tangente au point G a cette
ligne d’ombre portée par l'intersection des plans tangents, puis-
qu’en ce point le cone et le cylindre ont le méme plan tangent :
c’est le plan déterminé par la ligne GI' et par la droite I'P.

Pour construire la tangente au point G a la ligne d’ombre
portée, nous n’avons qu’a prendre sur ce plan tangent commun au
cylindre et au cdne la trace du plan de la courbe d’ombre portée.
Le plan de la courbe d’ombre portée rencontre suivant la droite
M, N, le plan auxiliaire employé précédemment; le plan de la
courbe d’ombre portée rencontre donc la droite PI' au point R,
ou la ligne M, N, rencontre cette droite. Mais le point R est un
point du plan tangent commun au cone et au cylindre; il en est de
méme du point G; donc la droite RG est la trace du plan de la
courbe d’ombre portée sur le plan tangent en G au cone et au cy-
lindre : ¢’est donc la tangente cherchée.

Nous pouvons maintenant tracer la courbe qui part da point G
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tangentiellement ala droite que nous venons de construire, qui arrive
en M, tangenticllement & TM, et enfin au point v, tangentiellement
a7, Cy. La courbe d’ombre portée que nous tracons ainsi d’une
fagon continue entre le point M, et le point vy, s’obtient de la méme
maniére, qu'il s’agisse de points provenant de I'arc /I ou de points
provenant de la droite C'y.

On voit bien maintenant quelle estla partie éclairée, et 'on peut
indiquer par des hachures le contour de 'ombre port‘éé.

Nous avons terminé ici ce qui est relatif & larecherche de la per-
spective d’un ensemble accompagné des ombres.

EFFETS DE PERSPECTIVE.

Probléme inverse de perspective. — Comme nous ’avons fait re-
marquer en commencant I'étude de la perspective, une figure tra-
cée sur le tableau est la perspective d’une infinité de figures de
Vespace. Le probléme inverse de la perspective, ¢’est-a-dire celui
qui consiste & revenir a Pobjet de I'espace par la connaissance seule
de cette figure tracée sur le tableau, est donc un probléme indéter-
miné.

Nous allons montrer comment, en tenant compte de la nature
des objets représentés, on peut, dans certains cas, revenir aux
éléments qui suffisent pour reconstruire les figures géométrales.

Les éléments & retrouver sont la ligne d’horizon et les points
principaux de fuite et de distance. La direction de la ligne d’horizon
est, en géndral, connue par la perspective des lignes verticales re-
présentées sur le tableau; il suffit de prendre une droite perpendi-
culaire & la direction des verticales représentées pour avoir la direc-
tion de la ligne d’horizon.

Lorsqu’on a un édifice, on peut admetire que les grandes arétes
figurées sur le tableau sont des droites horizontales, et, en pre-
nant les arétes correspondant a une méme fagade, on a des hori-
zontales paralleles dont le point de rencontre est sur la ligne
d’horizon. Ce point de rencontre détermine donc un point de la
ligne d’horizon, et, comme on a la direction de cette droite, elle se
trouve ainsi déterminée.
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On a encore un point de la ligne d’horizon, si I'on connait
une horizontale sur laquelle sont portés des segments égaux. Par
un point de cette horizontale on méne une paralléle a la direction
de 1a ligne d’horizon; & partir de ce point on porte sur cette droite
de front des segments égaux, et I'on joint ces points aux points
marqués sur 1'horizontale oblique : on a ainsi les perspectives de
lignes paralleles entre elles qui doivent concourir en un méme point
de la ligne d’horizon. Connaissant ce point, cette droite est alors

déterminée.
Fig. 63.

Montrons comment, dans certaines circonstances, on peut re-
trouver les points principaux de fuite et de distance. On a sur le
tableau, par exemple, deux édifices terminés chacun par deux murs,

et nous supposons que ces murs se rencontrent a angle droit. La
ligne d’intersection pour deux des murs est la droite AA' (fig. 63);
pour les deux autres murs ¢’est BB'. Par le point A menons des pa-
ralléles aux traces des deux murs qui se coupent suivant BB/, c’est-
a-dire des paralleles aux droites B f, B //; pour cela, nous n’avons
qu'a joindre le point A aux points f et f’. Nous avons maintenant
au point A deux angles droits ayant méme sommet. Menons une
horizontale de front; cette droite rencontre les murs qui se coupent
suivant AA aux points 1 et 2, et les droites A f et A /" aux points 3
et 4. Relevons le géométral autour de la droite de front 1-4 ; comme
I'angle 1A 2 est un angle droit, aprés le relévement, le point A se
trouve sur la circonférence décrite sur 1-2 comme diameétre.
Comme Pangle 3A4 est droit, le méme point A se trouve sur la
circonférence décrite sur 3-4 comme diamétre.

Le point A doit done étre relevé au point A,, intersection de ces
deux circonférences. Abaissons du point A, la perpendiculaire A, @
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sur 1-4; quand nous ramenons le géométral dans sa premiére po-
sition, cette perpendiculaire devient une perpendiculaire au plan
du tableau, et sa perspective A @ rencontre alors la ligne d’horizon
au point principal de fuite P, qui se trouve ainsi déterminé. Por-
tons & partir du point @ sur 'horizontale de front un segment a A,
égal & aAyj;la droite AA' rencontre la ligne d’horizon au point
principal de distance D.

Prenons un autre exemple. On a sur le tableau une ellipse que
Uon sait étre la perspective d’une circonférence de cercle : on
demande les points principaux de fuite et de distance.

Menons a cette courbe des tangentes paralleles a la ligne d’hori-
zon; la corde de contact rencontre la ligne d’horizon au point prin-
cipal de fuite. De ce point menons des tangentes a I'ellipse figurée
sur le tableau; ces droites et les premiéres forment un carré cir-
conscrit dont les diagonalesrencontrentlaligned’horizon aux points
principaux de distance.

Ainsi, dans bien des cas, on peut retrouver les points principaux
de fuite et de distance et revenir alors de la perspective a I'objet
de I'espace. C’est ce qu’on appelle faire une restitution.

Restitutions comparées. — Lorsque l’on se place devant un ta-
bleau, cette restitution se fait & simple vue; mais elle varie suivant
la position que I'on occupe. Sil'on se met exactement au point de
vue, on est conduit a faire une restitution exacte; sinon il y aura
des modifications introduites.

Nous allons chercher la nature de ces modifications en compa-
rant deux restitutions d’une méme perspective. Nous admettons
qu'on est naturellement conduit & restituer une verticale suivant
une droite verticale.

Nous avons sur le tableau ( fig. 64) un point M’ dont la projec-
tion sur le géométral est au point M. En nous plagant d’abord au
point Oy, larestitution du point M est le point de rencontre m, de
la droite O;M avec le géométral, et le point de I'espace se trouve
sur la droite O, M’ et sur la verticale élevée du point m,, par con-
séquent au point 7.

Prenons une seconde position de I'ceil; plagons-le au point O,.
Le point M se trouve restitué au point m,, point de rencontre
de O,M avec le géométiral. Nous pouvons remarquer tout de suite
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que la droite m,m, passe par le point R, qui est le point de ren-
contre de laligne O,0, avec le géométral prolongé. Le point M’ pour
la position O, de D'eil est restitué en m), sur la verticale m, et sur
le rayon visuel O, M'.

La droite m/ m) étant la droite d’intersection du plan ver-
tical my m, qui contient le point R et du plan MO, O, qui contient
aussi ce point, cette droite passe par le point R. Nous pouvons
alors faire la remarque suivante : Les deux restitutions d’un
méme point de Uespace sont sur des droites convergentes en un
méme point.

Prenons une droite. La perspective de la projectionde cette droite

(G)

est MN; la perspective de la droite elle-méme est M'N'. En prenant
le point N sur la ligne de terre, on a un point qui est a lui-méme sa
restitution ; de méme pourle point N':le point N', étant surle tableau,
est toujours restitué en N'; quelle que soit la position de I'eil. La
droite M'N’ est toujours restituée suivant une droite, parce que la
restitution de sa projection sur le géométral est d’abord une droite
et que la restitution dans I'espace est'intersection du plan vertical
mené par cette droite et du plan perspectif. Dés lors, la droite M/
est restituée en m, N’ pour la premiére position de I'ceil et en m, N’
pour la seconde position de P'eeil, et 'on voit que les deux res-
titutions d’une méme droite sont deux droites qui se coupent
sur le plan du tableau.

Puisqu’une droite est restituée suivant une droite, un plan est
restitué suivant un plan, et, la trace d’un plan sur le tableau étant
une droite qui ne change pas avec la position del'eil, on voit que
deux plans restitués d’un méme plan se coupent suivant une



108 PREMIERE PARTIE. — NEUVIEME LEGON.

droite du tableau. En résumé, pour les figures du géométral, les
points correspondant 4 un méme point sont sur des droites conver-
gentes; les droites restituées d'une méme droite se coupent sur la
ligne de terre; donc deux restitutions de la perspective d’une
Jigure du géométral sont deux figures homologiques. Le centre
d’homologie est le point R ; 'axe d’homologie est la ligne de terre.

Pour les figures de I'espace, les points correspondants sont sur
des droites qui passent par le point R, les droites restituées
d’une méme droite se coupent surle plan du tableau, les plans eux-
mémes se coupent suivant des droites du tableau. Les deux restitu-
tions sont alors ce qu’'on appelle des figures homologiques dans
Uespace.

Ces restitutions jouissent des propriétés de figures homolo-
giques. Nous ne nous occuperons pas de ces propriétés; mais on
peut remarquer, par exemple, que, si 'une des figures est inscrite
dans un cone, la figure homologique est inscrite dans le méme céne.

L’ensemble des remarques que nous venons de faire nous donne
la nature des variations produites dans les restitutions.

Lorsqu’on se place devant un tableau et que, partant d’une pre-
miére position, on marche vers la gauche de la position qu’on
occupe, les restitutions des points semblent s’avancer vers la droite,
et les droites et les plans paraissent tourner. Les figures de front
restent des figures de front. Les horizontales restent des hori-
zontales si I'eeil reste toujours dans le plan d’horizon ; mais, si ceil
sort du plan d’horizon, les horizontales s’inclinent et les rapports
des segments, mesurés sur ces droites, se trouvent changés. Il est
donc important, lorsqu’on examine un tableau, de placer'eeil dans
le plan d’horizon. C’est pourquoi, lorsqu’un tableau est a une cer-
taine hauteur au-dessus du spectateur, on l'incline de facon que
I'eeil de ce spectateur puisse se placer dans le plan d’horizon du ta-
bleau.

Puisqu’une droite se trouve restituée suivant une droite, quand
elle passe une fois par 'eil du spectateur, elle y passe toujours.
On comprend pourquoi, lorsque sur le tableau une droite est repré-
sentée par un seul point, elle parait constamment se diriger vers la
personne qui regarde le tableau. ‘

Puisque les droites sont restituées suivant des droites, les plans
suivant des plans, les ombres sont toujours exactes, quelle que soit
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la position de I'eil devant le tableau. Du reste, on peut remar-
quer, en sc reportanl aux constructions qui ont élé faites pour
la recherche des ombres, que les points de distance n’ont pas été
employés.

Les modifications les plus profondes qui proviennenl des restitu-
tions sont relatives aux surfaces courbes.

Une sphére est représentée par une circonférence de cercle, sila
droite qui joint 'eeil & son centre est perpendiculaire au plan du
tableau. Sil'on ne se place pas exactement dans la position oti cette
sphere a été déterminée en perspective, la restitution ne se fera plus
suivant une sphére : elle se fera suivant une surface homologique
d'une sphére.

Des colonnes équidistantes et de méme diamétre devraient étre
représentées entre des droites paralléles distantes I'une de I'autre
d’intervalles différents. 1l en résulterait alors que, suivant la posi-
tion de P'ceil, la restitution ne se ferait pas suivant des colonnes de
dimensions égales. Pour éviter ces restitutions inexactes, les pein-
tres, suivant leur expression, ¢richent; ils ne font pas une perspec-
live exacte, afin de permettre au spectateur d’opérer une restitution
aussi approchée que possible.

Choix du point de vue. — La hauteur de l'ccil au-dessus du sol
dépend de la plus ou moins grande étendue qu’on veut apercevoir.
Le point principal de fuite est a peu prés au milieu de laligne d’ho-
rizon; quelquefois on le déplace un peu en le portant vers le point
ou I'on veut attirer I'attention du spectateur. La distance, comme
nous I'avons déja dit, est variable; elle est comprise entre une fois
la largeur du tableau et trois fois cette largeur.

Les petites distances ont I'inconvénient d’altérer beaucoup les
contours apparents des surfaces courbes qui sont placées prés du
cadre du tableau, et alors les restitutions ne sont pas exactes si
Pceil n’est pas a la position qu’il doit occuper.

Les grandes distances ont l'inconvénient de réduire les lignes
fuyantes.

Il'y a donc lieu, lorsqu’on veut établir une perspective, de faire
des essais pour donner a I'wil la position qui convient le mieux
selon I'objet que 'on doit représenter.

——— OO ———
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DIXIEME LECON.

PERSPECTIVE CAVALIERE.

Définitions: ligne fuyante, projetante. — Angle d’une projetante avec le tableau. —
Amener un plan & étre de front. — Perspective d’une perpendiculaire & un plan,
d’une circonférence horizontale, d’'une surface conique, d’une surface cylindrique,
d’une sphére.

SuvepLEMENT : Construire les axes d’une ellipse dont on donne deux diamétres
conjugués.

Définitions : ligne fuyante, projetante. — La perspective cavaliére
d’un objet est la projection oblique de cet objet sur un plan de
front.

Nous allons faire dériver la perspective cavaliére de la perspective
conique, en supposant que I'ceil du spectateur s’éloigne indéfiniment
sur un rayon visuel.

Reprenons la figure a laquelle nous sommes arrivés lorsque nous

Fig. 65.
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avons déterminé la perspective d'un point, le géométral et le tableau
étant a la méme échelle. Soit P ( fig. 63) le point principal de fuite;
CM est alors la perspective d’une perpendiculaire au tableau; CE
est égal a I'éloignement du point M.

Suapposons que I'ceil s’éléve a 'infini sur le rayon visuel qui passe
par le point M; le point P s’éléve alors a U'infini sur la droite MP,
en méme temps que le point D, et la ligne d’horizon s’él¢ve en res-
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tant parallele a elle-méme. Lorsque P'ceil est a I'infini, les droites
qui se dirigeaient vers les points P et D sont devenues des droites
paralléles, 'une & la direction MP, 'autre a la direction MD, et
alors, pour un point N, on a une parallele NC’ et une paralléle NE'
a ces droites; C'E est I'éloignement du point N.

Pour déterminer la perspective d'un point tel que N, nous avons
besoin de connaitre la direction de la ligne d’horizon ou d’une ver-
ticale, la direction d'une droite telle que C/'N et la direction d’une
droite telle que NE.

La droite C/N, qui est la perspective d’une perpendiculaire au
plan du tableau, prend le nom de ligne fuyante. Au licu d'indi-

quer la direction NE/, on donne le rapport é\,l—g » qu’on appelle rap-
port de réduction; c’est le rapport qui existe entre la longueur
qu'il faut porter sur la ligne fuyante, pour avoir la perspective du
point, et 'éloignement de ce point dans 'espace.

Le rayon visuel prend le nom de projetante; toutes les proje-

tantes sont des droites parall¢les entre elles, et chacune d’elles n’a

Fig. 66.
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pour perspective qu'an seul point. Ainsi, N représente la perspec-
tive de tous les points de la projetante qui passe par ce point.

En élevant I'eil jusqu’a Uinfini, on le place nécessairement au-
dessus de tous les objets a représenter; les figures qu’on obtient
alors sont les figures d’objets vus en dessus. Ainsi, en prenant
pour ligne fuyante une ligne ayant une direction telle que C'N, le
point N étant plus éloigné du spectateur que le point (7, le ré-
sultat de la perspective est alors une figure vue en dessus. Si, au
contraire, on prend une ligne fuyante ayant la direction 1-2 ou la
direction 3-4, on obtient une figure représentant les objets comme
s'ils étaient vus en dessous.

Par exemple, en prenant pour ligne fuyante la direction C/'N, un
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cube dont une face est de front est représenté comme on le voit
Jig. 66, et 'on apercoit la face du cube qui est & la partie supé-
rieure. Si I'on prend comme ligne fuyante la direction 1-2, la per-
spective du cube est donnée par la fig. 67, et I'on apercoit la face
inférieure du cube. :

La perspective cavaliére d’un objet n’est pas modifiée quand on
transporte le tableau parallelement a lui-méme; aussi on ne fixe
pas sa position. On le suppose placé devant les objets dont on
cherche la perspective.

Angle d'une projetante avec le tableau. — Reprenons ( fig. 66) un
cube dont une face est de front. Le point de I'espace dont la per-
spective est G est a Uextrémité du coté du cube partant de B et
perpendiculaire & ABEG. Ce c61é a pour perspective la droite BC.
Cette droite représente aussi la perspective d’une ligne quelconque
du plan projetant le c6té du cube; elle peat étre considérée comme
la perspective de la trace de ce plan projetant sur le plan de front
ABEG. Faisons tourner ce plan projetant autour de cette trace
pour l'amener a étre de front. Aprés la rotation, le c6té du cube
partant de B et perpendiculaire au tableau a pour perspective le
segment BC,, perpendiculaire a BC et égal & AB. La projetante
qui passe par le point G est alors rabattue en CCy, et 'angle BCC,
est l'angle demandé.

Amener un plan a étre de front. — Nous ne reprendrons pas les
problémes élémentaires que nous avons résolus dans la perspective
conique. Les solutions en perspective cavaliére sont trés simples;
ainsi, par exemple, si 'on demande de partager un segment de
droite en parties proportionnelles & des segments donnés, on effec-
tue sur la perspective cette division en parties proportionnelles,
puisque les projetantes sont des droites paralléles entre elles. Nous
traiterons seulement le probléme :

Amener un plan & étre de front.
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Le plan est donné (fig. 68) par les deux droites M'C/, M'E/,
dont les projections sur un plan horizontal sont MG, ME. On donne
aussi la direction Mm des lignes fuyantes et le rapport de réduction
qui est 3.

Perpendiculairement & CC’ menons CE, cette droite est une ho-
rizontale de front du plan CME, elle est la projection de la droite
de front C'E’ du plan donné. Appelons zy cette droite de front.
C’est autour de xy que nous allons faire tourner le plan G'M'E
pour Pamener & étre de front. Pendant la rotation, le point M/ d¢é-

crit un arc de cercle dont le centre estle pied de la perpendiculaire
abaissée de M’ sur xy. Pour avoir ce point, projetons M' en m'
sur le plan de front 2y, aumoyen de M’ m/ menée parallelement aux
lignes fuyantes. Le point m/ est & la rencontre de cette droite et de
la verticale mm/. Dans le plan de front 2y, on méne m/p de fagcon
que 'angle m' wE' soit droit. Le point p est alors le pied de la per-
pendiculaire M' . & zy.

Lorsque le plan donné a tourné de maniére & étre amené de front,
M’ vient sur la perpendiculaire m’ . prolongée, a une distance du
point p égale a la longueur M’p. Cherchons la longueur de ce
segment de droite; faisons tourner le plan du triangle M’ 72/ 1 autour
de la droite de front m'u jusqu'a ce qu'il soit de front. Apres la
rotation, le c6té M'm/ vient sur la perpendiculaire élevée en m/ala
droite m'u; le point M’ vient en M, ce point M" étant tel que

8
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M’m/= >M'n'. En joignant le point M” au point i, onaune droite
dont la longueur est égale & la longueur de M5 il suffit alors de
porter uM” depuis le point p jusqu’au point M,, et I'on a au
point M, le relévement du point M.

La droite M'M, est la corde de ’arc décrit par le point M/. Con-
naissant la droite M'M, et la droite M, il est facile de relever un
autre point du plan. Soit N’ un point a relever. De ce point abaissons
une perpendiculaire sur la charniére ; nous n’avons, pour cela, qu'a
mener une parallele N'v & M'p.. Au point v élevons une perpendicu-
laire a la charniére, et menons du point N’ une paralléle & la
corde M'M, ; cette droite rencontre au point Ny la perpendiculaire
menée du point v : N, est le relévement du point N.

Si 'angle de M'M, avec M, i est trop aigu, le point N, est graphi-
quement difficile a déterminer exactement. On emploie alors un
triangle semblable & un triangle tel que M'E'M,, comme on le voit
sur la figure.

Par une construction inverse de celle qui donne le relévement
du point Ny, on revient d’un point relevé a la perspective de ce
point quand le plan est ramené dans sa position.

Perpendiculaire 4 un plan. — Sil'on demande la perpendiculaire
au plan élevée du point M/, on méne au point M” une perpendicu-
laire a la droite M", on prend le point / ot cette perpendiculaire
rencontre 7' w @ il suffit alors de mener la droite /M’

Perspective d'une circonférence horizontale. — Faisons tourner
le plan de cette circonférence autour du diamétre de front donné AB
(fig. 6g) pour amener son plan a étre de front. Aprés la rotation,
cette courbe a pour perspective une circonférence décrite sur AB
comme diameétre. Nous devons maintenant ramener les points de
cette circonférence pour avoir ellipse perspective cherchée.

Prenons un point M, sur cette circonférence ; abaissons de ce point
une perpendicualaire M, 7 sur le diamétre de front AB. Lorsque le
plan de front est amené a étre horizontal, la droite mM, devient
perpendiculaire au tableau; sa perspective est alors la paralléle aux
lignes fuyantes menée par le point m, et, si nous supposons
que le rapport de réduction est 3, nous devons porter & partir du
point m, sur cette parallele aux lignes fuyantes, un segment mM
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- En ramenant ainsi des points de la circonférence, nous
avons des points de la perspective demandée.

Lorsqu'on améne le plan de front a étre horizontal, les points
de la circonférence décrivent des arcs dont les cordes sont paral-
Ieles & MM,. On a alors le point G, qui correspond au point G, en
construisant le triangle C,; OC semblable au triangle M, m M. Ceci
est vrai pour un point quelconque de la circonférence.

Pour avoir la tangente au point M, nous n’avons qu’a prendre la
tangente au point M, et chercher ce que devient cette droite, en-

trainée en méme temps que le plan de la circonférence. Le point T,
ou cette tangente rencontre la charniére AB, ne change pas de posi-
tion ; la tangente a I'ellipse au point M est donc la ligne MT.

Il résulte de cette construction que pour le point G qui corres-
pond au point Gy, situé a Uextrémité du diamétre perpendiculaire
AAB, on a une tangente paralléle & AB. Nous voyons ainsi que OG et
OB sont deux demi-diamétres conjugués de la perspective de la
circonférence. On arrive aussi & ce résultat en remarquant que les
tangentes en A et B a cette perspective sont paralleles a OC, puis-
qu’elles proviennent des tangentes au cercle qui sont perpendicu-
laires & AB.

Nous pouvons déterminer autant de points que nous voudrons de
la perspective et les tangentes en ces points, et par suite tracer
facilement cette perspective.

Construire les axes de U’ellipse perspective de la circonférence
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horizontale, connaissant les deux diamétres conjugués CC', AB.
— Menons parallelement a la corde M; M une tangente a la circon-
férence décrite sur AB. Quand on raméne le plan de front & étre
horizontal, la droite qui correspond & cette tangente coincide avec
cette tangente elle-méme, puisque le point de contact vient sur
cette droite, qui a été menée parallelement a la direction de la corde
M, M, et que le point ot elle coupe AB ne change pas de position :
cette tangente particuliére est donc tangente a I'ellipse perspective
dela circonférence.

Nous avons fait correspondre le point G au point Gy, en supposant
la rotation du plan de front autour de AB faite dans un certain sens;
mais, si nous supposons que le plan de front tourne autour de AB
dans Pautre sens, nous pouvons faire correspondre le point G au
point C, et, en répétant ce que nous venons de dire, nous voyons
qu'une tangente & la circonférence de front menée parallélement a
la droite C, C est tangente a 'ellipse perspective de la circonfé-
rence. Nous avons donc deux droites qui sont des tangentes com-
munes & une ellipse et & une circonférence concentriques. Mais les
tangentes communecs & une ellipse et & une circonférence concen-
triques sont également inclinées sur les axes de lellipse; nous
voyonsdonc que les axes demandés sont paralléles auz bissectrices
des angles formés par les droites C, Cet CC',. Ainsi, s1l’on donne
les droites OB et OC, en élevant au point O une perpendiculaire
4 OB et en portant sur cette droite des segments égaux a OB, on
obtient les points G, et G/, et les bissectrices des angles formés par
les droites GG, et CG| sont paralléles aux axes.

Nous pourrions dire que 'axe de l'ellipse perspective de la cir-
conférence est dirigé suivant OD, le point D étant le point de
rencontre des tangentes & la circonférence menées parallélement
a CC/, et a C,C; puis, au moyen du relévement de OD, nous pour-
rions construire le point de la perspective situé sur cette droite OD.
Nous aurions alors lextrémité de I'un des axes. Nous allons
suivre une autre marche qui va nous conduire & une construction
élégante des axes en grandeurs et en directions.

Prenons une nouvelle figure (fig. 70) en conservant les nota-
tions précédentes. Du point G abaissons sur OC, la perpendicu-
laire G/ et du point M abaissons sur M, m la perpendiculaire M p.
Prolongeons cette derniére droite jusqu’au point ¢ ou elle ren-
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contre OM,. On a
Gl Myp _ Mg
Gl() - Mim - l\’l10

Il résulte de la que M, g = C, /. Faisons maintenant tourner le
rayon OM, et le triangle ¢ MM, autour de O jusqu’a ce que M,
vienne en G, : le point M vient en M’ et OM’ = OM. L’angle G,M'(
est égal & Pangle M, Mg et par suite est égal a I'angle C,C/. Les
quatre points G,;(GM’ sont alors sur une circonférence de cercle
et 'on voit que cette circonférence a pour diameétre G, C. Ainsi, les

Fig. o.

points tels que M appartiennent & la circonférence décrite sur
C,C comme diamétre. )

On peut dire qu’a chacun des points de l'ellipse correspond un
point de cette circonférence et que les distances du point O a deux
points correspondants sont égales.

Le demi grand axe de l'ellipse, demi-diamétre maximum dc
cette courbe, est alors égal a la distance du point O au point de
la circonférence CM'C, le plus éloigné de O. Ce dernier point
est en @ a Pextrémité du diamétre Oia de cette circonférence.
Ainsi : oa est égal au demi grand axe de Uellipse.

De la méme maniére on voit que : ob est égal aw demi petit
axe de cette courbe. _

Le point ¢ étant le milieu de G,C, la droite O est parallele a
CC. Les axes de ellipse sont alors paralleles & G, 0, G, a, qui
sont également inclinées sur C,7 et sur O,
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En définitive, on arrive a la construction suivante : Du point O
on méne une paralléle & G C. Sur cette droite, et & partir du point £
ou elle rencontre C,C, on porte {a = ib = (G : les droites C,b,
Cya donnent les directions des axes de D'ellipse et les segments
Oa, Ob sont égaux aux demi-axes de cette courbe ().

On peut employer la droite CC, et terminer les tracés ainsi,
aprés avoir construit C, et C,. Du point O on méne O/ paral-
lelement & C,C; cette droite rencontre CC| en 7. A partir de ce
point et sur cette droite, on prend des segments égauxa i C|; ona
ainsi @' et &' : O’ et O sont les longueurs des demi-axes de el
lipse; G, a/, C, 0 sont les directions de ces axes.

Perspective d'une surface conique. — On demande la tangente
a laperspectivede lacirconférence quipassepar unpoint donnél.
— Cherchons le relevement du point I (ffg. 71 ), considéré comme

un point du plan de la circonférence horizontale. Par le point I me-
nons la droiteI/parallélementaux lignes fuyantes; élevonsaupoint ¢
une perpendiculaire au diamétre de front AB et parle pointItracons
une paralléle a la corde MM, : nous obtenons au point I, le rele-
vement de I. En menant par le point I; une tangente a la circonfé-
rence relevée, nous avons le relévement de la tangente demandée,
cten prenant le point V, oticette tangenterencontre AB, nous avons
un point qui ne change pas quand on la raméne; par conséquent,
la tangente demandée est la droite IV.

(') Voir le Supplément a cette Lecon.
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Ce tracé donne la solution du probléme suivant : Construire les
lignes de contour apparent d’une surface conique dont la base
est une circonférence horizontale et dont le sommet est donné.

Perspective d’une surface cylindrique.— On demande la tangente
a Uellipse qui est paralléle & une droite donnée, par exemple,
parallele a une perpendiculaire a AB. Ce probléme donne la solu-
tion de celui-ci: Déterminer le contour apparent d’un cylindre
vertical qui a pour base la circonférence donnée.

Du point M (fig. 71) menons une droite MQ faisant un angle
droitavec AB, et considérons cette droite comme tracée sur le plan
de la circonférence horizontale. En relevant le plan de cette cir-
conférence, cette droite MQ se reléve en M,Q ; il suffit mainte-
nant de mener une tangente a la circonférence parallélement a M;Q
et de ramener cette tangente sur le plan horizontal. Pour cela on
prend le point U, ou elle rencontre AB: on a un point qui ne
change pas pendant la rotation, et alors la tangente demandée est
la perpendiculaire menée du point U a la droite AB.

Perspective d'une sphére. — La perspective cavaliére d’une sphére
est la trace, sur le plan du tableau, du cylindre circonscrit a cette
sphére, dont les génératrices sont paralléles aux projetantes.

Puisque ce cylindre a ses génératrices paralleles aux projetantes,
sa trace sur le plan du tableau est la perspective de toute ligne
tracée sur sa surface. On est ainsi amené & chercher la perspec-
tive d’une ligne tracée sur ce cylindre. Prenons la ligne qui est dans
le plan de front qui passe par le centre de la sphére, et cherchons
a la construire.

Sur ce plan de front on a le grand cercle de front de la sphére
donnée, dont le centre est au point O (fig.72). Coupons la sphére
par un plan perpendiculaire au tableau et paralléle aux projetantes.
La trace de ce plan sur le plan de front qui passe par le centre O
est une parallele aux lignes fuyantes. Ce plan coupe la sphére sui-
vant un petit cercle qui a pour diamétre la corde ab, que le grand
cercle de front de la sphére détermine sur la trace du plan sécant.
Ce plan sécant coupe le cylindre circonscrit suivant des tangentes
a ce petit cercle. Pour déterminer ces droites, amenons le plan de

2

ce petit cercle & coincider avec le plan de front qui contient ab.
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Aprés la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonfé-
rence décrite sur ab comme diamétre et les tangentes a ce petit
cercle, paralléles aux projetantes, sont maintenant des tangentes a
ce petit cercle paralleles au rabattement de la projetante. Pour
déterminer cette direction, reproduisons la construction indiquée
page 111 pour obtenir I'angle d’une projetante avec le tableau.

Considérons le rayon de la sphére perpendiculaire au tableau dont

la perspective est OF; le plan, qui contient ce rayon et la proje-
tante passant par son extrémité, aprés avoir tourné dans le méme
sens que le petit cercle, donne pour le rabattement de ce rayon la
droite OC, et pour la projetante la droite FC. Cest donc paral-
lelement & FC que nous devons mener des tangentes au petit cercle.
Ces tangentes rencontrent la droite ab aux points M et M, et,
lorsque nous replacons le plan du petit cercle dans la situation
qu’il doit avoir, ces points M et M’ ne changent pas; ils repré-
sentent alors les perspeclives des tangentes relevées. Les points M
et M/ appartiennent donc a la perspective de la sphére.

Nous n’avons qu’a prendre d’autres plans sécants analogues a
celui que nous venons d’employer, et nous obtiendrons ainsi autant
de points que nous voudrons de la perspective de la sphére.

On retrouve, par cette construction, que cette perspective est
une ellipse. Appelons, en effet, L le point de contact de la tan-
gente LM au petit cercle et I le centre de ce petit cercle. Pour un
point quelconque de laligne de contour apparent de la sphére, nous
avons une tangente analogue & ML, parallele a cette droite, el un
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rayon analogue au rayon IL, qui est perpendiculaire a cette tangente.
Nous avons donc toujours des triangles semblables au triangle IML.

M . .. .
Le rapport r, st constant, quelle que soitla position du point M

sur la perspective de la sphére. Mais IL =14, comme rayons d’une
circonférence; on voit ainsi quele point M est un point de 'ordonnée
du grand cercle de front, qu'on a augmenté de fagon a avoir tou-
iy
16
une ellipse dont I'un des axes est paralléle a la direction des lignes
fuyantes, et dont 'autre axe est perpendiculaire a cette direction.
Les points C et (7, situés aux extrémités du diameétre perpendi-
culaire aux lignes fuyantes, sont des sommets de cette ellipse; les

jours le rapport constant Le lieu des points tels que M est

autres sommels sont sur le diametre paralléle aux lignes fuyantes,
aux points E et E/, ot ce diamétre est rencontré par les tangentes
au grand cercle de front menées paralléelement a FC.

SUPPLEMENT A LA DIXIEME LEGON.

Construire les axes d’une ellipse connaissant les deux demi-dia-
metres conjugués OB, OC (fig. 73).

Conservons les notations employées pour exposer la solution de la
page 116. Le point p. est un sommet de lellipse, si la tangente ¢ en
ce point & la courbe est perpendiculaire & O p. Soit 1, le relévement
de p, la droite p ¢ étant la tangente a la circonférence relevée,
Pangle Op., ¢ est droit aussi.

Afin de déterminer p., construisons une figure semblable & Op. e
qui est telle que la circonférence décrite sur O ¢ comme diamétre passe
par les points p et p,. Pour cela, du point ¢, milieu de CC,, élevons
une perpendiculaire a cette droite. Cette perpendiculaire rencontre OB
en un point qui est le centre de la circonférence circonscrite au tri-
angle G,CC. Soient O’ et ¢’ les points ou cette circonférence ren-
contre OB. Le quadrilatére O'C,;C¢' est semblable au quadrila-
tére O, pt; il résulte de 1a que O . est paralléle a O'C, c'est-a-dire &
la bissectrice de I'angle G, CC).

On retrouve ainsi que les axes de Uellipse sont paralléles auzx bis-
sectrices des angles formés par les droites CC, GO
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On a
oc, 0'C ou 0'¢c,  OG
Op, ~ Op 0oc, — op’

d’ou
Op=0'CcosO'C;0=0'CcosO'CC,.
Projetons orthogonalement O’ en ¢ sur GC, on a alors C¢ = Op;
de méme pour P'autre axe. Ainsi les demi-azxes de Uellipse sont égaux
aux projections de CO' et de C1' sur CC/,.

Menons la droite O, appelons « le point ou elle rencontre ¢ C. La
droite C; @ est paralléle & O'C. Les droites aC,, aC, obtenues comme
nous l'avons vu dans la dixiéme Lecon, donnent donc les directions
des axes de Dellipse.

Les points O'G;CC/, sont sur une méme circonférence de cercle.
Les pieds «, O, ¢ des perpendiculaires abaissées de O’ sur les cotés du
triangle C, CC) sont alors en ligne droite; mais O’ est sur la bissec-
trice O'C de l'angle ©Gy¢; donc la droite 2O ¢ est perpendiculaire
a O'C, et, par suite, elle est paralléle 8 Ca. On a donc Oa = Cy. Le
segment Oa est, par suite, égal au demi-axe Op. On démontre de
méme que Ob est égal a Pautre demi-axe. On retrouve ainsi la con-
struction donnée dans la dixiéme Lecon (1).

(') Voir The Messenger of Mathematics, vol. XI, p. 175.
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ONZIEME LECON.

PERSPECTIVE CAVALIERE (riIn).

Conséquences déduites de la perspective d’'une sphére. — Ombre d’une sphére. —
Ombre dans une demi-sphére.

Conséquences déduites de la perspective d'une sphére. — Reprenons
la perspective cavaliére d’une sphére pour arriver a quelques con-
séquences.

Du point O (fig. 74), menons une paralléle aux lignes fuyantes,

et portons sur cette droite, a partir de ce point O, la longueur
réduite du rayon, nous obtenons en F et F/ les perspectives des
extrémités du diametre perpendiculaire au plan du tableau. Le
diamétre AB, tracé sur le plan de front qui contient O, perpendi-
culairement & la ligne fuyante, est terminé aux points A et B, qui
sont deux des sommets de la perspective de la sphére.

Joignons le point F au point B, et menons au grand cercle de
front des tangentes paralléles a FB; ces droites rencontrent la pa-
rallele a la ligne fuyante, menée par le point O, aux points G, E,
qui sont les deux autres sommets de lellipse perspective de la
sphére. Tragons cette ellipse.
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Par le centre O de la sphére, menons un plan horizontal. La
trace de ce plan sur le plan de front qui passe par le point O estla
droite DG la section faite dans la sphére par ce plan horizontal
est un grand cercle dont la perspective passe par les points D et G
et a pour tangentes en ces points des paralléles auxlignes fuyantes.
Cette perspective passe par les points I et F et a pour tangentes
en ces points des paralleles a la droite DG. Cette courbe est dou-
blement tangente a la perspective de la sphére.

Si 'on coupe la sphére par un plan de front, la trace de ce
plan sur le plan diamétral horizontal estla droite MN et la section
faite dans la sphére par le plan de front est un petit cercle qui
a MN pour diamétre. Le plan de front MN rencontre, suivant une
droite, le plan de la ligne de contact de la sphére et du cylindre
projetant circonscrit & cette sphére; les points ot cette droite
rencontre la ligne de contact de la sphére et de ce cylindre proje-
tant ont pour perspectives les deux points ol ce petit cercle de
front touche la perspective de la sphére.

Ainsi, le petit cercle décrit sur MN comme diamétre est dou-
blement tangent a I'ellipse perspective cavaliére de la sphére. Ce
double contact est réel ou imaginaire, et, d’aprés ce que nous ve-
nons de dire, la corde commune a ce cercle et a Uellipse perspec-
tive de la sphére est la droite réelle, intersection du plan de
front MN et du plan de la courbe de contact de la sphére et du
cylindre projetant qui lui est circonscrit.

Si nous prenons une corde paralléle & MN, telle que M'N, le
plan de front qui passe par cette droite coupe la sphére suivant le
petit cercle décrit sur M'N’ comme diamétre; ce petit cercle est
doublement tangent a l'ellipse qui représente la perspective cava-
liere de la sphére. Mais, dans les circonstances ol nous nous pla-
cons sur la figure, le double contact est imaginaire.

Sinous continuons & déplacer le plan de front tel que M'IN’, nous
arrivons a un plan de front qui touche la sphére au point I/, extré-
mité du diametre perpendiculaire au plan de front; nous sommes
ainsi conduits & considérer le point I comme un cercle évanouis-
sant doublement tangent a I'ellipse perspective cavaliére de la
sphére, et nous pouvons dire alors que le point I/ est un foyer de
cette courbe. Hen est de méme du point I, symétriquement placé
par rapport au point O.
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Nous pouvons arriver autrement & ce résultat. Nous avons dans
I'espace une sphére et un cylindre qui lui est circonscrit; nous
menons un plan tangent a cette sphére parallélement au plan du
tableau. La section faite dans le cylindre par ce plan, en vertu d’un
théoréme connu, di & Dandelin, a pour foyer le point de contact
du plan et de la sphére; la section faite dans le cylindre est une
courbe de front qui a pour perspective une ligne qui lui est égale
et qui est l'ellipse perspeclive cavaliére de la sphére. Quant au
point de contact, il est en ¥’ : donc le point ¥’ est le foyer de
Uellipse perspective cavaliére de la sphére. '

Enfin, on peat voir tout de suite sur la figure que le point F est
un foyer de I'ellipse perspective de la sphére. Nous avons mené au
grand cercle de front la tangente LC parallelement & FB pour avoir
le sommet C de cette courbe. Il résulte de cette construction que
les triangles OBF, LOC sont égaux entre eux; le coté OB est égal
au coté OL, I'angle en C est égal a l'angle en I, et les triangles
sont rectangles, I'un en L, 'autre en O; on a alors BF = OC. Le
point F peut donc étre considéré comme déterminé par la rencontre
du grand axe avec une circonférence ayant pour centre l'extré-
mité B du petit axe et pour rayon le demi grand axe : le point I
est donc le foyer de Uellipse perspective cavaliére de la sphere.

La figure & laquelle nous sommes conduits nous donne deux
théorémes qu'il suffit d’énoncer :

1° Etant donnée une ellipse, on méne des cordes paralléles
entre elles, et sur ces cordes comme diameétres on décrit des
circonférences de cercle : toutes ces circonférences sont double-
ment tangentes & une ellipse qui a pour foyers les extrémités
du diamétre conjugué des cordes considérées.

2° Etant donnée une ellipse, on méne des circonférences
doublement tangentes & cette courbe, et U'on prend pour cha-
cune de ces circonférences un diamétre paralléle ¢ une droite
donnée : le lieu des extrémités de ces diaméires est une ellipse
qui passe par les foyers de Uellipse donnée.

Comme cas particulicr, nous pouvons considérer les diamétres
de ces circonférences qui sont menés perpendiculairement au grand
axe de P'ellipse donnée, et nous voyons alors que, si ’on redresse
les normales d’une ellipse perpendiculairement au grand axe
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de cette courbe, le lieu des extrémités des normales redressées
est une ellipse qui a pour sommets les foyers de Uellipse donnée :
les deux autres sommets sont aux extrémités du petit axe de
Uellipse donnde. Ce dernier théoréme nous sera utile plus tard.

Ombre d'une sphére. — Proposons-nous de déterminer la ligne
d’ombre propre et la ligne d’ombre portée d’une sphére qui
repose sur un plan horizontal.

Nous nous donnons la direction du rayon lumineux par sa per-
spective et par la perspective de sa projection sur un plan hori-
zontal. OR ( fig. 75) est la perspective du rayon lumineux, Or la

perspective de la projection de ce rayon lumineux sur un plan
horizontal, et alors O7' est la perspective de la projection de ce
rayon lumineux sur le plan de front, dont la trace sur le plan hori-
zontal est Ox.

Nous avons besoin de connaitre la direction du rayon lumineux
lorsque le plan qui projette ce rayon sur un plan de front est amené
A étre de front. Pour déterminer cette direction, faisons tourner
le triangle O7’R autour de la droite O7'; aprés la rotation, le
coté R’ est perpendiculaire a O7/, le point R vient sur cette droite
au point Ry, qui est tel que R;7"=2.R7’, si le rapport de réduc-
tion esti. Aprés le relevement, le rayon lumineux est donc dirigé
suivant OR,.

Par le centre de la sphére donnée, menons un plan de front. Ce
plan coupe la sphére suivant un grand cercle de front et le plan
horizontal, sur lequel repose cette sphére, suivant une horizontale
tangente & ce grand cercle de front. Tragons Pellipse perspective
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cavaliére de la sphére comme nous l'avons expliqué précédem-
ment.

Pour déterminer la ligne d’ombre sur la sphére et 'ombre portée
par cette surface sur le plan horizontal, employons la méthode
des plans sécants. Coupons la sphére et le plan horizontal par des
plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et paralleles au rayon
lumineux, par conséquent par des plans paralltles au plan du
triangle OR 7/ de la fig. 75. O 7' est une droite de front du plan de
ce triangle; 1'un de ces plans auxiliaires a donc pour trace, sur le
plan de front qui passe par le centre C de la sphére, une droite
parallele a Or'. Soit abd ( fig. 76) la trace d’un plan auxiliaire sur

le plan de front qui contient le centre de la sphére. La trace de ce
plan sur le plan horizontal est une perpéndiculaire au tableau : la
perspective de cette trace est donc la paralltle aux lignes fuyantes
menée du point d. Faisons tourner ce plan auxiliaire autour de sa
trace abd; le petit cercle, intersection de la sphére par ce plan,
se releve, sur le plan de front qui passe par le centre G, suivant une
circonférence décrite sur @b comme diamétre. La trace du plan
auxiliaire et du plan horizontal vient se relever suivant la perpen-
diculaire menée du point d a la trace ad.

Dans ce plan auxiliaire, il y a les rayons lumineux tangents a la
sphere; I'un d’eux vient se relever suivant une tangente a ce petit
cercle menée parallelement a OR, dela fig.75. Appelons M, et N,
le point de contact de cette tangente avec le petit cercle et le point
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ol cette droite rencontre la perpendiculaire menée du point  a la
droite ad.

Ramenons maintenant le plan du petit cercle. Pour trouver ce que
devient le point M,, abaissons de ce point une perpendiculaire M, p
sur ab; par le point p menons une parallele aux lignes fuyantes,

. M .
et portons sur cette droite une longueur pM = £ : le point M est
P 8 P 5 !

ce que devient le point M,. De méme pour le point N,; ce point.
vient en N sur la droite Nd trace du plan auxiliaire, le point N

, Nid [~ L ep . . .
étant tel que Nd = ——'2-— Comme vérification, la droite MN doit

étre paralléle au rayon lumineux. Le point M a son ombre au
point N.

En considérant une suite de plans sécants paralléles au plan
auxiliaire que nous venons d’employer, nous aurons autant de
points que nous voudrons de la ligne d’ombre propre et de la ligne
d’ombre portée.

Parmi tous les plans auxiliaires, considérons celui qui a pour
trace une tangente au grand cercle de front, la section faite dans
la sphére par ce plan auxiliaire est réduite & un point et ce point
fait partie de la ligne d’ombre propre. Ainsi, les extrémités du
diametre TU, du grand cercle de front, mené perpendiculairement
& ab, appartiennent a la ligne d’ombre propre; en d’autres termes,
ce diamétre est la trace du plan de la ligne d’ombre propre sur le
plan de front qui passe par le centre de la sphére. D’aprés cela,
lorsqu’on améne le plan de la courbe d’ombre propre a étre de front
en tournant autour de TU, la ligne d’ombre propre, aprés la rota-
tion, se confond avec le grand cercle de front de la sphére.

La droite qui joint le point M au point /, oa TU coupe ab, est
perpendiculaire & TU; aprés la rotation, cette droite M/ vient en
{b; nous pouvons donc construire des points de la ligne d’ombre
propre en faisant usage du grand cercle de front et de triangles
semblables au triangle M {b.

Prenons, par exemple, un point &' sur ce grand cercle, abaissons
du point &' une perpendiculaire '/ sur le diamétre TU, menons
par le point / une parallele & /M, et par le point ' une paralléle &
Mb. Ces deux droites se rencontrent au point M/, qui est un point
de la ligne d’ombre propre. Cette ligne d’ombre propre, en per-
spective, est une ellipse qui passe par les points U, M/, M, T; elle
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est doublement tangente a Dellipse perspective cavaliére de la
spheére, etil estfacile d’avoir ses points de contact avec cette ligne.
Considérons pour cela le cylindre d’ombre. Ce cylindre a pour
lignes de contour apparent les tangentes a la sphére menées paral-
lelement au rayon lumineux; la ligne d’ombre propre est tangente
a ces lignes de contour apparent, et les points de contact sont les
points de contact des lignes de contour apparent du cylindre avec
la ligne de contour apparent de la sphere.

La ligne d’ombre portée est aussi tangente a ces lignes de con-
tour apparent du cylindre d’ombre.

-
RN
LRy
P _
0 T ] z
Ombre dans une demi-sphére. — On demande I’ombre dans !’ in-

térieur d’une demi-sphére en perspective cayaliére. Supposons
tracée (fig. 77)la perspective cavalicre de la demi-sphére. Le plan
diamétral qui la limite est un plan horizontal.

Employons encore la méthode des plans sécants. Prenons des
plans auxiliaires perpendiculaires an tableau et parall¢les au rayon
lumineux. La trace de I'un de ces plans sur le plan de front qui
passe par le centre de la sphére est la droite @b menée paralléle-
ment & Or'; ce plan auxiliaire coupe le plan diamétral horizontal
qui' limite la sphére suivant pM parallele aux lignes fuyantes. La
section faite dans la sphére par ce plan est un petit cercle que nous
amenons sur le plan de front qui passe par le centre de la spheére.
Aprés la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonfé-
rence décrite sur ab comme diamétre. La droite pM, entrainée
pendant cette rotation, devient la perpendiculaire menée du point p

9
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a la droite ab, et le point M vient au point My, ot cette perpendi-
culaire rencontre la circonférence décrite sur ab.

Nous avons amené ce petit cercle a droite de ab; nous devons
considérer le relévement du rayon lumineux en faisant tourner de
méme le plan O7'R vers la droite de O7'. Apres la rotation du
plan O /'R, ladroite 7' R vient se placer perpendiculairement a O 7/,
et le pomnt R vient sur cette droite au point R,'tel que 'Ry =27'R,
en supposant que le rapport de réduction soit §; le rayon lumineux
est donc relevé maintenant en OR,. Par le point M; menons une
parallele & OR, ; cette droite rencontre la circonférence décrite sur
ab en un point Ny, et le point Ny ramené en méme temps que le plan
auxiliaire devient 'ombre portée par le point M. Pour déterminer
ce que devient le point Ny, abaissons de ce point une perpendicu-
laire N, ¢ sur ab; par le point ¢ menons une parallele aux lignes

. N .
fuyantes, et portons sur cette droite un segment ¢ N = 9—2—1 :le point

N est 'ombre portée par le point M, et la droite MN, comme véri-
fication, doit étre paralltle au rayon lumineux OR.

On peut déterminer ainsi autant de points que I'on veut de la
ligne d’'ombre portée dans I'intérieur de la sphére, en considérant
un certain nombre de plans sécants paralltles a celui que nous avons
employé. Mais nous allons voir comment on peut construire
cette courbe, connaissant le point N et la trace du plan de la
courbe d’ombre sur le plan de front qui passe par le centre de la
sphere.

Examinons la nature de la courbe d’ombre portée et sa situation
sur la sphere. Projetons orthogonalement la demi-sphére sur un
plan, perpendiculaire au plan diamétral qui la limite, et paralléle
au rayon lumineux. La sphére se projette (fig. 78)suivant une
demi-circonfétence de cercle, le plan diamétral suivant un dia-
métre, et le rayon lumineux est paralléle au plan de projection.
1’ombre dans l'intérieur de la sphére est I'intersection de cette sur-
face avec le cylindre d’ombre du grand cercle qui limite la sphére.
Nous avons la deux surfaces du second degré qui ont déja un grand
cercle comme ligne d’intersection; la partic restante est plane.
Mais le plan de projection choisi est paralléle a un plan de symétrie
des deux surfaces; les points de la ligne d’intersection compléte
dans P'espace sont donc placés de facon & se projeter deux par deux
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en un méme point. La ligne d’intersection des deux surfaces, qui,
dans l'espace, est une ligne du quatriéme degré, se projette donc
sulvant une ligne du second degré.

Mais AB est la projection d’une partie de cette ligne; c’est une
droite : donc la partie restante est aussi une droite. Il est facile de
la construire : le point A, extrémité du diamétre paralléle au plan
de projection, a pour ombre le point A/, obtenu en menant AA’
parallelement au rayon lumineux; la génératrice du cylindre qui
passe par le point B est la droite BB'; A’ et B" appartiennent a la
projection de la ligne d’intersection. Donc la ligne d’intersection

Fig. 8.
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se projette suivant le diamétre B'A’ et la ligne d’ombre se projette
suivant le rayon CA’; on voit ainsi que la trace du plan de la ligne
d’ombre sur le plan diamétral AB, qui est ici une perpendiculaire
au plan de projection, est perpendiculaire au rayon lumineux et
perpendiculaire aussi ala projection du rayon lumineux sur le plan
diamétral AB.

Revenons a la perspective cavaliére (fig. 77). Nous venons de
dire que la trace du plan de la courbe d’ombre portée sur le plan
diamétral qui limite la sphére est une perpendiculaire a la projec-
tion du rayon lumineux sur ce plan diamétral : cette projection du
rayon lumineux est paralltle & Or. Nous pouvons déterminer la
direction de cette perpendiculaire en amenant le plan roz a étre
de front, et en menant par le point C une paralléle a la droite
ainsi déterminée. On obtient ainsi le diamétre EG qui passe par
les points ot lellipse perspective du grand cercle horizontal a pour
tangentes des droites paralléles & Or; EG est la ligne d’intersection
du plan de la courbe d’ombre portée dans Uintérieur de la sphére
avec le plan diamétral qui termine cette surface.

Cherchons la droite de front du plan de cette courbe d’ombre
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portée, plan qui passe par EG et par le point N. Menons, pour
cela, un plan de front par le point N. La trace de ce plan surle plan
auxiliaire employé est la parallele N/ a ab menée du point N; N/
est alors une droite de front du plan auxiliaire. Cette parallele ren-
contre Mp au point /; la trace du plan de front, dont nous nous
occupons, sur le plan diamétral qui termine la demi-sphére passe
par le point £ et est parallele & Cp; cette ligne rencontre EG en un
point Z, et la droite N est la ligne de front du plan de la courbe
d’ombre portée dans I'intérieur de la sphére. Du point C on méne
une parallele a la ligne iN, et Uon a la trace TU du plan de la
courbe d’ombre portée sur le plan de front qui passe par le centre
de la sphére. En tournant autour de cette trace, cette courbe
d’ombre portée vient coincider avec le grand cercle de front de la
sphére, et 'on peut alors construire cette courbe par points en la
faisant dériver de ce grand cercle de front.

La droite N¢ est perpendiculaire au plan de front qui passe par
le centre de la sphére : abaissons du point ¢ la droite ¢s perpendi-
culairement & TU et joignons le point s au point N, on a ainsi la per-
pendiculaire Ns abaissée du point N sur TU. Lorsque le plan de
la courbe d’ombre portée a tourné autour de TU, le point N vient,
sur le grand cercle de front, au point N, ot ce cercle estrencontré
par la droite ¢s prolongée.

Pour avoir un autre point de la ligne d’ombre portée, on n’a
qu’a prendre un point quelconque V' du grand cercle de front; on
abaisse de ce point une perpendiculaire sur TU, du pied de cette
droite on trace une paralléle a la droite sN; le point de rencontre V
de cette droite avec la parallele a NN/, menée du point V', est un
point de la ligne d’ombre portée.

On obtient ainsi autant de points que I'on veut; la courbe passe
par les points G, V, N, E, et la partie vae de 'ombre est la partie
couaverte de hachures.
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DOUZIEME LECON.

PERSPECTIVE AXONOMETRIQUE. — PERSPECTIVE
ISOMETRIQUE.

Perspective azonometrique. — Définitions; notions générales. — Construction des
échelles. — Perspective isometrique. — Convention relative aux échelles. —
Perspective de prismes. — Ellipse isométrique. — Rapporteur isométrique. —
Sphére rencontrée par un prisme a base carrée.

Définitions; notions générales. — En Architecture, comme pourles
Machines, on distingue, sur les objets & représenter, des directions
principales : ce sont, par exemple, pour un édifice, les arétes ver-
ticales, les grandes arétes horizontales d’une facade longitudinale et
les grandes arétes horizontales d’une facade latérale. Ces trois direc-
tions sont paralléles aux arétes d'un triédre trirectangle.

Supposons que I'on place Uobjet a représenter de facon que ces
directions soient obliques par rapport au plan sur lequel on pro-
jette la figure et qu'on fasse la projection orthogonale sur ce plan
de la figure ainsi placée. Cette projection orthogonale est ce que
'on désigne sous le nom de perspective axonométrique.

Fig. 79. Fig. So.
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Le triédre trirectangle dont les arétes sont paralléles aux trois
directions principales, étant projeté ainsi orthogonalement, est re-
présenté par la fig. 79. On dispose cette projection de facon que
'aréte SZ, qui correspond a la direction des verticales, soit sur la
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feuille du dessin, supposée inclinée, perpendiculaire a la direction
des horizontales de cette feuille.

Si 'on coupe le triédre trirectangle par un plan parallele au
plan de projection, les arétes de ce triedre et le plan sécant se ren-
contrent aux points X, Y, Z. Les droites XY, YZ et XZ sont les.
traces des faces du triédre sur ce plan sécant, et, comme les aréles
du wriedre sont respectivement perpendiculaires aux faces, les
droites SX, SY, SZ sont les hauteurs du triangle XYZ; le point de
rencontre des hauteurs S est & l'intéricur du triangle XYZ. SZ
correspondant aux verticales de 'objet a représenter, SX et SY
correspondent aux horizontales.

Avec cette disposition, la figure que I’on obtient est une figure
vue en dessus. Si, par exemple, nous représentons un prisme dont
les arétes sont paralléles aux arétes du triedre, nous avons la
Jtg. 8o. Si, au contraire, le triédre a ses arétes projetées suivant
les droites SX, SY, SZ dela fig. 81, un prisme dont les arétes sont
paralltles aux arétes de ce triedre est représenté par la fig. 82, et
I'on voit la face inférieure de ce prisme, tandis qu’on voyait la face
supérieure sur la fig. 8o.

Iiig. 81. Fig. 82.
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Si Pon veut représenter un point tel que celui qui est a Pextré-
mité du faite de la toiture d’'une maison, on détermine ce point &
I'aide de coordonnées dirigées parallélement aux arétes du triédre
trirectangle. Ainsi, pour obtenir le point A situé a I'extrémité da
faite (fig. 83), on méne une parallele mn aux arétes qui termi-
nent la toiture a sa partie inférieure et & égale distance de ces
arétes; on porte sur cette droite une longueuar ma qui détermine
la projection du point A sur le plan horizontal qui contient
ces arétes; on reléve ce point a l'aide d’une parallele aux verti-
cales, c’est-a-dire d’une parallele a SZ, et 'on porte sur cette
droite la hauteur Aa du point A au-dessus du plan horizontal
dont nous venons de parler, puis on joint ce point aux extrémités
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des grandes arétes horizontales; sur AB, parallele & SX, on dé-
termine de méme la position du point B qui limite le faite de la
toiture.

Dans la perspective axonométrique, les arétes du triédre tri-
rectangle sont inégalement inclinées sur le plan de projection.

Construction des échelles. — Afin de construire les échelles néces-
saires dans ce mode de représentation, nous allons résoudre le
triedre trirectangle et déterminer les angles de ses arétes avec le
plan de projection.

Projetons ( fig. 84) le tri¢dre trirectangle sur un plan perpen-
diculaire au plan de projection XYZ et parallele a I'aréte SZ. Le
point X se projette en X/, le point Z en Z/, et le point S vient en

un point de la circonférence décrite sur X'7Z/ comme diamétre; en
abaissant da point S une perpendiculaire sur (H') projection verti-
cale du plan XYZ, nous avons le point ' & larencontre de cette
droite et de la circonférence : le point 8 est la projection du som-
met du triedre. L’aréte SZ est maintenant projetée en S'Z/, et I'an-
gle que cette droite fait avec X'Z/ est 'angle de 'aréte SZ avec le
plan de projection.

Faisons tourner le plan projetant de SY autour de la perpendi-
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culaire au plan projetant menée par le point S jusqu’a ce que le
point Y vienne en Y, sur SZ, et projetons cette droite sur le
plan de projection auxiliaire; sa projection détermine avec (H')
I'angle que SY fait avec le plan de projection; de méme pour SX.

Les longueurs égales portées sur les droites qui partent du
point 8', comme S'7/, ont de sprojections inégales ; par conséquent,
si 'on établit des échelles sur les arétes du triédre trirectangle, on
est conduit & des échelles particuliéres correspondant aux trois di-
rections SX, SY et SZj en outre, les longueurs portées sur des
droites paralléles au plan de projection et qui se projettent sans
altération de grandeur donnent lieu & une quatriéme échelle. Ces
quatre échelles sont employées en perspective axonométrique.
Lorsque l'objet a représenter est fait dans des dimensions réduites
sur le dessin, on emploie une convention que nous expliquerons
en parlant de la perspective isométrique.

PERSPECTIVE ISOMETRIQUE.

Lorsque les arétes du triédre trirectangle, paralléles aux direc-
tions principales de I'objet a représenter, sont également inclinées
sur le plan de projection, la perspective axonométrique est dite
perspective isométrigue. Toute droite paralléle aux arétes de ce
triedre porte le nom de droite isoméurique; les échelles corres-
pondant a ces directions recoivent la désignation d’échelles iso-
métriques, et enfin les plans paralléles aux faces du triédre sont
des plans tsométriques.

Dans le cas particulier de la perspective isométrique, les arétes
du triédre trirectangle se projettent sur le plan de projection sui-
vant des droites, comprenant entre elles des angles égaux et qui
sont les trois hauteurs du triangle XYZ (fig. 85), maintenant
équilatéral.

Les arétes faisant avec le plan de projection des angles égaux,
nous n’avons plus, pour résoudre le tri¢dre, qu’a déterminer I'un
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de ces angles, en reproduisant la construction que nous venons de
donner.

Calculons la valeur de l'angle o que S'7Z/ fait avec (H'). Appe-

Fig. 85.

lons P"le pied de la perpendiculaire a X'Z/ qui passe par le point
S'. On a

ou, en élevant au carré,

cos?a =

Mais S'Z/ = P'7/. X7y done

j—
Cosz _ P/ZI . p/Z,
CTYLXT T X7
P'Z! est égal & SZ; X'7/ est égal a la hauteur du triangle équila-
téral. On peut donc écrire

9., 2 ) Y\ /2
cos?a =3, d'ou cos¢~\/3-

Pour I'angle complémentaire 3, on a cosf = \/%

Nous pouvons arriver plus rapidement a cette valeur de coso en
remarquant que le plan XYZ est également incliné sur les trois
arétes du triedre trirectangle, et, comme la somme des carrés des
cosinus des angles que les arétes de ce triedre font avec ce plan
est égale a 2, on a immédiatement 3 cos2a = 2, d’ot 'on tire la va-
leur de cosa que nous venons de déterminer.

Connaissant cette valeur de cosaz, voici comment on construit
'angle . Sur une droite ( fig. 86), & partir d’un point A, portons
une longueur AB=1; élevons au point B une perpendiculaire
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BC=AB =1; AC est alors égal a\/2. A partir du point B, por-
tons un segment BO = AC = /2; joignons le point O au point C;
OC est égal alors a /3. Le cosinus de I'angle BOC, étant égal a

%]g, est égal a /%, et, par conséquent, cet angle BOG est égal a
I'angle a.

Cet angle étant construit, il est facile d’établir sur ses cotés les
deux échelles que I'on emploie en perspective isométrique.

Fig. 86.

Convention relative aux échelles. — Supposons que la figure a re-
présenter soit faite a U'échelle de 5. Sur la droite OB, qui est I'é-
chelle isométrique, on porte & de I'unité de longueur; si 'unité
de longueur est le métre, on porte donc sur OB un segment de
droite mesurant o™, 1, et la longueur de I'espace dont la projec-
tion est o™, 1 est alors plus grande que o™,1 : cette longueur est
o™, 1< /2.,

Ainsi, si 'on projette une sphére de 1™ de rayon, le contour
apparent de cette sphére est une circonférence dont le rayon est
égal au rayon de la sphére donnée, et, puisque la sphére a 1™ de
rayon et que I'on construit & I'échelle de -, on serait porté a croire
que le rayon de cette circonférence est o™,1. En vertu de la con-
vention faite en perspective isométrique de porter dans la direc-
tion des axes isométriques les longueurs comme si elles n’étaient
pas réduites par la projection, la sphére est représentée par une
circonférence de cercle dont le rayon est o™, 1 < \/g. On voit done
que, pour arriver a la perspective isométrique avec cette conven-
tion, il faut supposer que le corps a représenter est amplifié en
restant semblable & lui-méme et que le rapport de similitade

V3

est —

Va
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Avec cette convention, mn, étant égal a o™, 1, est I'unité de 1'é-
chelle isométrique, et m'n’ est I'unité de I'échelle des dimensions
géométrales, qu'on nomme souvent aussi échelle des vraies gran-
deurs.

Perspective de prismes. — Perspective de deux prismes a base
rectangulaire qui se rencontrent ¢ angle droit. — Nous avons
(fig.87) la igure géométrale qui donneles dimensions des prismes.
Nous nous proposons d’obtenir la perspective isométrique a la

Fig. 87.

méme échelle que celle qui a été employée pour représenter cette
figure géométrale.

Indiquons sur la figure géométrale la position du triédre tri-
rectangle. L'une de ses arétes est la droite sz; les deux autres arétes
sont, 'une sz, et la troisiéme est projetée en s. A partir d’un
point s (fig. 88), et sur une parallele a I'axe SZ du triedre, qui
donne les directions isométriques, portons un segment égal a sz
de la fig. 85; nous obtenons le point . Menons une paralléle 5’2’
a SX et égale a sz; nous portons sur ces deux directions des seg-
ments respectivement égaux aux segments sz et $3, puisque la per-
spective est faite & la méme échelle que la figure géométrale, et
qu’en vertu de la convention les dimensions comptées sur les di-
rections isométriques ne sont pas altérées. Par le point 2/, menons
une parallele & 'axe SX et portons une longueur égale a za; nous
obtenons ainsile point «'. A partir du point ¢/, menons une paral-
lele a s'z', et portons sur cette droite une longueur égale a ab;
nous obtenons le point &'. s est alors la perspective de bs, et, en
complétant au moyen d’une paralléle menée du point &’ a 'axe SX
et d’une paralléle menée du point 2’ 4 'axe SZ, nous avons la per-

spective de la fig. 87.
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Tracons maintenant par les points ¢/, ¥/, &' des droites paralléles
a T'axe SY et portons sur ces droites des longueurs égales a1'épais-
seur donnée des prismes; nous n’avons plus qu’a joindre les extré-

Fig. 88.

mités des segments ainsi obtenus pour avoir la perspective isomé-
trique achevée.

La figure est vue en dessus, et nous apercevons la face latérale
qui est & gauche et qui est projetée suivant ab.

En conservant le méme tri¢dre de maniére & voir toujours la face
qui est en dessus, nous arrivons a une autre perspective, en suppo-

sant que I'axe SY corresponde ala droite sy (fig.89) et que 'axe SX
soit projeté en s. On obtient alors la fig. 9o, et nous apercevons
encore la face supérieure qui se projette suivant bc sur la figure
géométrale; mais nous voyons maintenant les faces qui étaient
projetées, I'une suivant sz, I'autre suivant ¢d. On comprend par la
combien il importe, avant de tracer une perspective isométrique,
de bien se rendre compte de la situation des directions principales
par rapport au plan de projection, selon que I’on veuille montrer
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I'objet en dessus ou en dessous avec ses faces latérales de droite on
de gauche.

Ellipse isométrique. — Si une circonférence est tracée sur un
plan isométrique, c’est-a-dire paralléle & P'une des faces du triedre
trirectangle, la projection de cette circonférence sur le plan de pro-
jection, c’est-a-dire la perspective isométrique de cette circonfé-
rence, est ce qu'on appelle une ellipse isométrique.

Toutes les ellipses isométriques sont semblables.

Le grand axe d’une ellipse isométrique tracée surle plan des XY
(fig. g1) est perpendiculaire a 'axe des Z; le petit axe est dirig¢
parallelement a SZ.

Tragons 1'échelle 1sométrique et I’échelle des dimensions géomé-
trales.

A partir du point O, portons sur I'échelle isométrique une lon-

Fig. gt.
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gueur O 7 égale au rayon de la circonférence donnée. Llevons au
point 7 une perpendiculaire & I’échelle isométrique ; nous obtenons
le point R & la rencontre de cette droite avec I'échelle des dimen-
sions géométrales. Il résulte de la convention que OR est égal au
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demi grand axe de Dellipse isométrique; R est égal au demi-petit
axe de cette courbe, et, si nous menons & partir du point G des
droites paralleles a SX et SY, les longueurs des demi-diamétres
ainsi tracés sont mesurées par Or; ainsi CM = Or.

Dans le triangle OR 7, puisque OR est le demi grand axe, Rr le
demi petit axe, Or est égal & la distance du point C aux foyers de
Pellipse; en décrivant du centre C de Dellipse une circonférence
passant par le point M, on a alors, a la rencontre de cette circon-
férence avec 'axe AA/, les foyers de I'ellipse isométrique. Sile demi

petit axe est égal & 1, OR = /3 et Or = \/2. Ainsi, pour Uellipse
isométrique, CB étant 1, CM est égal a /2 et CA est égal 4 /3; CM

est la direction d’un diamétre dont le conjugué a la méme longueur.

Rapporteur isométrique. — Lorsque 1'on veut faire des perspec-
tives isométriques, il est utile de construire ce qu’on appelle un

rapporteur tsométrigue. Pour cela, on trace (fig. 92) une série
d’ellipses isométriques homothétiques dont les extrémités des
grands axes correspondent & des points de division de I'échelle des
dimensions géométrales; on divise ces ellipses en parties égales,
les points de division se correspondant sur des rayons. A cet effet,
on améne le plan de ces ellipses a étre parallele au plan de projec-
tion. Aprés la rotation, 'une de ces ellipses, la plus grande, par
exemple, se projette suivant une circonférence de cercle. Parta-
geons cette circonférence en parties égales, puis ramenonsles points
de division en replacant le plan de cette circonférence dans la po-
sition qu’il doit avoir; les points de division sur cette circonfé-
rence se ramenent sur I'ellipse en menant a partir de ces points des
perpendiculaires au grand axe de la courbe. Nous n’avons plus qu’a
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joindre ces points de division au centre commun de toutes les
ellipses pour avoir un rapporteur isométrique.

Au moyen de ce rapporteur, on pourra non seulement tracer des
circonférences de cercle en perspective isométrique, mais il sera
facile également de déterminer une longueur mesurée sur une di-
rection arbitraire, car, sur un rayon quelconque, ces ellipses iso-
métriques déterminent I’échelle relative a la direction de ce rayon.

Perspective d'une sphére rencontrée par un prisme a base carrée.
— La sphére est représentée (fig. 93) par une circonférence de

Tig. 93.

cercle dont le rayon, comme nous I’avons dit, est égal au rayon de
lasphére de 'espace multiplié par \/5?, en supposant que la perspec-
tive soit faite a I’échelle méme de la figure géométrale.

Supposons que les arétes du prisme soient paralleles a I'axe SY
et que les cOtés de la base de ce prisme soient paralleles I'un a l’axe
SX et I'autre a I'axe SZ. Menons par le centre de la sphére un plan
parallele au plan des XZ et cherchons la base du prisme, supposé
prolongé jusqu’a ce plan. Menons par le point O une paralléle al'axe
des X et une paralléle al’axe des Z; portons sur ces droites apartir de
O des longueurs égales a la moitié du c6té du carré base du prisme,
et, au moyen de ces poinls, tracons la perspective isométrique de
cette base du prisme : cette perspective est un losange dont deux
sommets se trouvent sur la parallele menée du point O & l'axe des
Y. Pour représenter le prisme, on méne des paralitles a I'axe SY
par les sommets de ce losange ; on voit que deux des arétes se pro-
jettent sutvant une méme droite.
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Si nous coupons ce prisme par un plan paralléle au plan des XZ,
la section ainsi obtenue est un losange ABCD égal au losange que
nous venons de construire dans le plan auxiliaire mené par le
centre de la spheére.

Nous devons maintenant déterminer les lignes d’intersection
avec la sphére des faces du prisme qui contiennent, P'une le
coté AB, lautre le coté AC. Comme ces faces sont des plans iso-
métriques, les lignes d’intersection de la sphére par ces plans sont
des circonférences de cercle qui sont représentées par des ellipses
1sométriques. Pour déterminer ces derniéres courbes, nous faisons
usage du rapporteur isométrique; mais nous allons construire
d’abord les cordes de contact de ces ellipses avec le plan de la cir-
conférence de cercle déja tracée, et qui représente la ligne de
contour apparent de la sphére. Chacune de ces ellipses isomé-
triques doit, en effet, étre doublement tangente a cette circonfé-
rence de cercle.

Le plan de cette circonférence de cercle, le plan de la face du
prisme passant par AB et le plan mené par le centre O paralléle-
ment au plan des X7 se coupent en un point par lequel passent
les intersections de ces plans deux & deux. Le plan mené par le
centre O rencontre le plan du grand cercle paralléle au plan de
projection suivant la diagonale 6Oc; ce méme plan da carré,
mené par le centre O, rencontre la face supérieure du prisme qui
contient AB suivant la ligne «b; le point b est donc le point de
rencontre des trois plans, et la ligne d’intersection de la face supé-
rieare du prisme avec le plan mené par le centre parallélement au
plan de projecti(on est une droite qui passe par le point b. Mais
cette droite est perpendiculaire a SZ, puisque la face supérieure du
prisme est parallele au plan des XY ; nous avons donc l'intersection
de la face supérieure du prisme avec le plan mené par le point O
parallelement au plan de projection en menant du point b une per-
pendiculaire a SZ. Cette droite rencontre la circonférence qui re-
présente la ligne de contour apparent de la sphére aux points m
et n : ce sont les points de contact de cette circonférence et de
Iellipse isométrique, projection de la ligne d’intersection de la
sphére et du plan supérieur du prisme. Au moyen du rapporteur
isométrique, nous tragons cette courbe, dont nous connaissons la
direction des axes. Son cenlre est du reste au point 7, milieu
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de ab, puisque ce point est le pied de la perpendiculaire abaissée
du centre O sur la face ABab.

Ce que nous venons de dire pour la face ABab, nous pouvons
le répéter pour la face ACac. Nous abaissons du point ¢ une per-
pendiculaire sur I'axe des X; cette droite rencontre la circonfé-
rence, ligne de contour apparent de la sphere, en deux points qui
sont les points de contact avec cette courbe de I'ellipse isométrique
qui représente la projection de la ligne d’'intersection de la sphére
et de la face ACac du prisme.

Si la sphére est un solide auquel on limite le prisme qui la ren-
contre, les arétes du prisme doivent alors étre tracées en trait
plein jusqu’a leurs intersections avec les ellipses isométriques, et
nous devons figurer seulement en trait plein les portions de ces
ellipses qui sont comprises entre les arétes du prisme partant des
points B, A, C. Quant a la ligne de contour apparent de la sphére,
nous devons la limiter aux arétes Bb, Cc du prisme. Nous avons
ainsi achevé la perspective de 'ensemble de la sphére rencontrée
par un prisme & base carrée.
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TREIZIEME LECON.

PERSPECTIVE ISOMETRIQUE (rIn).

Perspective d’une niche. — Ombre dans lintérieur d’une demi-sphére. — Re-
marques a propos de la premiére Partie du Cours. — Commencement de la
seconde Partie du Cours.

Perspective d'une niche. — Une niche est formée par un demi-
cylindre de révolution dont I'axe est une verticale du plan du
mur; ce demi-cylindre est limité a sa partie inférieure par un plan
horizontal et & sa partie supérieure par un quart de sphére.

Nous allons chercher la perspective de cette niche en supposant
que le plan du mur soit un plan isométrique.

00/, parallele a SZ ( fig. 94), est Paxe du cylindre. Par les
points O et O’ menonsdes parallelesa SX, et portons sur ces droites,
a partir des points O et O/, des segments égaux au rayon de la sec-
tion droite du cylindre de la niche. Tracons les droites AA’, BB';
ce sont les génératrices d’intersection du cylindre avec.le plan du
mur. Par le point O menons une paralléle & XY, et portons sur
cette droite, & partir du point O, une longueur égale au rayon de
la section droite du cylindre mesuré al’échelle des dimensions géo-
métrales; puis, & partir du point O sur OO/, portons le demi petit
axe de 'ellipse isométrique perspective de la base du cylindre située
dans le plan horizontal AB. Tragons cette ellipse.

De méme on a une ellipse isométrique située dans le plan
horizontal A’B'; et le demi-cylindre de la niche, s’il était plein au
lieu d’étre en creux, aurait pour contour apparent la tangente com-
mune & ces deux ellipses menées parallelement & AA’. Sur le plan
du mur, nous avons une ellipse isométrique qui est I'intersection
avec ce plan de la sphére qui surmonte ce cylindre; le grand axe
de cette courbe est parallele a XZ, salongueur est égale a la lon-
gueur dugrand axe des ellipses déjatracées. Décrivons cette courbe.
Si le quart de sphere, au lieu d’étre en creux, était en relief, on
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aurait pour ligne de contour apparent un arc de cercle tangent a
cette ellipse’située sur le mur et a ellipse située dans le plan ho-
rizontal A'B’. Le cylindre et la sphére se raccordent suivant cetle
derniére ellipse.

Jusqu’au plan horizontal A’B’le mur se construit parassises; les

plans horizontaux qui terminent ces assises rencontrent le mur sui-
vant des lignes qu’on appelle lignes de joint, qui sont des paral-
leles & AB. Ces plans horizontaux rencontrent le cylindre suivant
des circonférences horizontales, lignes de joint sur ce cylindre, et
dont les perspecllves sont des elhpses isométriques eoales aux el-
lipses qui passent par A, B ou A/, B'.

Pour construire la partie sphérique, on réunit des pierres appe-
lées voussoirs, qui sont limitées & des plans de joint menés par
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le centre de la sphére perpendiculairement au plan du mur et par
des points de division situés sur la courbe de téte de la partie sphé-
rique. Ces plans de joint sont limités & une pierre qui repose sur
le plan horizontal A’B/, et qu’on appelle trompillon. Ce trompillon
évite de prolonger les voussoirs de la partie sphérique jusqu’au plan
horizontal qui limite le cylindre et supprime ainsi de ces voussoirs
une partie qui se briserait trop facilement.

Cherchons la représentation des lignes de joint dans!'intérieur
de la sphére, c’est-a-dire les intersections de cette sphére avec les
plans de joint dont nous venons de parler. Divisons la courbe de
téte de la partie sphérique en un nombre impair de parties égales.
Pour cela, faisons tourner le plan du mur autour du grand axe de
Pellipse A’C/B' jusqu’a ce que ce plan soit paralléle au plan de pro-
jection. Apréslarotation, le point B’ vient au point B, le point A’/
au point A,, et le diamétre A’B’ est alors projeté suivant A, By.
Partageons la demi-circonférence B, /A, en cinq parties égales;
puis replagons cette circonférence dans la position qu’elle doit
occuper et ramenons les points de division sur I'ellipse isométrique
A’C/'B'. Les traces des plans de joint sur le plan du mur sont des
droites passant par ces points de division, ainsi que par le point
O’; nous limitons ces droites a une ellipse isométrique dont-le
centre est en O'.

Le trompillon est terminé a un plan isométrique paralltle au
plan du mur et dont la trace sur le plan horizontal A’B’ est a'0/,
parallele a A’B’. Ce plan rencontre la sphére suivant une ellipse
isométrique que nous tracons sur «'0'. Il ne reste, pour achever la
figure, qu’a tracer les lignes de joint sur la partie sphérique; on
ne voit comme ligne de joint que celle qui part du point de division
E/. Pour la tracer, faisons tourner le plan de Uellipse isométrique
A’B'd'b' autour de la parallele menée du point O’ a l'axe des Y,
c¢’est-a-dire autour d’une perpendiculaire au plan du mur. Un point
M de cette courbe décrit un arc de cercle dont on obtient le rayon
en menant du point M une paralléle Mm a O'B’ jusqu’au point m
ou cette droite rencontre la charniere. Lorsque le point B est venu
au point E/, le rayon OB’ est venu en O'E’ et la parallele mM a ce
rayon est maintenant la droite menée du point m parallélement a
O'E/. La corde de I’arc décrit par le point B’ est E'B’; la corde de

A

I'arc décrit par le point M est paralléle & cette droite; cette corde
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rencontre au point M’ la ligne que nous venons de mener du
point m, et nous avons en ce point M’ un point de la ligne de
joint. Nous pouvons ainsi construire autant de points que nous
voulons et, en les réunissant, nous avons la ligne de joint pour
la partie sphérique.

Ombre dans lintérieur d'une demi-sphére. — Proposons-nous de
déterminer 'ombre dans I'intérieur d’une demi-sphére terminée

par un plan isométrique paralléle au plan des XZ ( fig. 95).

Prenons la projection SR du rayon lumineux; supposons que
ce rayon rencontre au point R le plan XYZ. Le plan qui projette
ce rayon sur le plan des XZ est le plan YSR; sa trace sur le plan
XYZ est ladroite qui joint le point Y au point R; cette droite ren-
contre au point 7’/ la droite XZ; joignons le point S au point 7/, nous
avons la projection S7/ du rayon lumineux sur le plan des XZ.

Cherchons le rabattement du rayon lumineux quand on fait
tourner le plan qui le projette sur le plan de projection, de maniére
4 amener ce plan & coincider avec le plan XYZ. Déterminons
d’abord la hauteur du point S au-dessus du plan XYZ. Prolongeons
la droite SZ jusqu’au point p ol elle rencontre XY ; sur pZ comme
diamétre décrivons une demi-circonférence de cercle, et élevons
au point S une perpendiculaire a2 pZ; nous obtenons ainsi le
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point S, : le segment SS, est égal ala hauteur du point S au-dessus
du plan XYZ. Lorsque le plan projetant du rayon lumineux SR
a tourné autour de sa lrace sur le plan XYZ, le point S vient sur
une perpendiculaire & SR en un point S’ a une distance de S égale
aS8,, etladroite S'R est la projection du rayon lumineux aprés le
rabattement du plan projetant de ce rayon.

Décrivons une circonférence de cercle qui représente le contour
apparent de la sphére donnée; par le centre O menons une paral-
lele & 'axe XZ. Le diamétre qu’on obtient ainsi est le grand axe
de Tellipse isométrique perspective du grand cercle qui limite la
demi-sphére. Tracons cette ellipse.

Cherchons Pombre portée dans 'intérieur de cette demi-sphére
en employant la méthode des plans sécants. Prenons des plans per-
pendiculaires au plan de projection etparalléles au rayon lumineux.
La trace de 'un de ces plans est, par exemple, la corde ab menée
paralléelement & SR ; ce plan sécant coupe la sphére suivant un petit
cercle que nous amenons a étre paralléle au plan de projection en
le faisant tourner autour de @b. Ce plan sécant rencontre au point
M le grand cercle qui limite la sphére, et ce point, aprés le rabatte-
ment du plan sécant, vient, sur la circonférence décrite sur ab
comme diamétre, au point M, ot la perpendiculaire MM, & ab ren-
contre la circonférence.

Le rayon lumineux qui passe par le point M est maintenant ra-
battu suivant M, T, parallele & S'R. Cette droite rencontre le petit
cercle au point T, et, quand le plan sécant reprend sa position,
le point T, vient sur @b au pied de la perpendiculaire abaissée du
point T, sur cette droite : le point T ainsi obtenu est 'ombre
portée par le point M.

La courbe d’ombre dans lintérienr de la sphére est un grand
cercle dont le plan rencontre le plan diamétral qui limite la sphére
suivant une droite perpendiculaire & la projection dua rayon lumi-~
neux sur ce plan diamétral. Cherchons ce diamétre perpendiculaire
a S7’. Nous pouvons déterminer sa direction, en construisant sur
le plan des X7, comme on le voit sur la figure, une perpendiculaire
a S7/. Nous pouvons encore opérer ainsi: menons parallélement a
Sr' des tangentes & I'ellipse isométrique perspectivedu grand cercle
qui limite la sphére;la droite qui joint les points de contact de ces
tangentes est le diamétre AB suivant lequel le plan de la courbe
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d’ombre portée rencontre le plan diamétral qui limite la sphére.
Faisons tourner ce plan diamétral autour de AB, de fagcon que le
point M vienne au point T, Le point M décrit alors unarc de cercle
dont le rayon est perpendiculaire & AB, par conséquent, c’est la
parallele Mm menée du point M & S7/. La droite Mm, aprés la
rotation, vient en mT. On a des points dela courbe d’ombre portée
en cherchant ce que deviennent les points de I'ellipse isométrique
AMB; on détermine ces points a I'aide de triangles semblables au
triangle MmT. Ainsi, pour un point N, on méne la paralléle N» a
M ; du point n on méne la paralléle 2V a mT; cette droite ren-
contre la parallele NV a MT au point V, qui appartient a la courbe
d’ombre portée. En réunissant les points ainsi obtenus, on ala
courbe d’ombre portée; cette courbe est une ellipse qui est tan-
genteen A et Ba des droites menées de ces points parallelement a la
ligne mT; elle est doublement tangente'a la ligne de contour appa-
rent de la sphére.

REMARQUES A PROPOS DE LA PREMIERE PARTIE DU COURS.

Nous terminons ici la premitre Partie du Cours, dans laquelle
nous avons exposé les différents modes de représentation des objets
supposés éclairés. Quant a I'emploi de ces modes de représenta-
tion, il estimportant de remarquer que si, pour I’étude d’un projet,
on peut adopter tel ou tel systéme de projection avec lequel on est
familiarisé, on doit toujours, lorsqu’on en vient a I’exécution, faire
usage de celui qui conduil a des dessins de lecture facile.

En Architecture, les projets de batiment sont établis au moyen
de plans, de coupes et d’élévations, auxquels il est utile de joindre
une perspective de ’ensemble du projet.

Les perspectives cavaliére ou isométrique, qu’on désigne aussi
sous le nom de perspectives rapides, sont trés employées pour le
dessin de détail dans I'Industrie; elles ont le grand avantage de
donner, aumoyen d'une seule projection, des figures faisant image
et sur lesquelles on peut mesurer les dimensions de I'objet repré-
senté.
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Il existe des appareils & I'aide desquels on construit assez faci-
lement la perspective des objets visibles. Le plus simple se com-
pose d'une vitre, placée verticalement et servant de tableau, puis
d’une carte percée d’'un trou pour fixer la position de I'eil. On
suit les contours des objets a représenter au moyen d’un crayon
gras que l'on appuie sur la vitre.

Cet instrument perfectionné a conduit au diagraphe de Gavard.
On obtient une perspective trés nette dans la chambre noire de
Porta. La chambre claire de Wollaston, perfectionnée par le colonel
Laussedat, est un instrument portatif & 'aide duquel on obtient,
avec un peu d’habitude, la perspective des objets visibles. On trouve
Pexplication de ces différents instruments dans I'excellent Traité
de Perspective lindaire de M. de la Gournerie.

Afin de compléter I'étude de la perspective, on fera bien de lire,
dans le méme Ouvrage, ce qui concerne les panoramas, les bas-
reliefs () et les décorations théatrales.

Nous avons laissé de coté les applications qu’on peut faire des
modes de représentation des figures & ladémonstration de certaines
propriétés géométriques. La perspective conique ouprojection cen-
trale aurait pu donner lieu & de grands développements; a ce point
de vue, on ne saurait trop recommander la lecture du 7raité des
propriétés projectives des figures de 1'illustre général Poncelet.

(') Le Traité de Perspective relief de M. Poubra a été 'occasion d’un Rapport
trés intéressant de Cuasies (Comptes rendus des séances de ’Académie des
Sciences, 12 décembre 1853).

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.



COURBES PLANES. 153

SECONDE PARTIE.

COURBES ET SURFACES : COMPLEMENT THEORIQUE
ET APPLICATIONS.

TREIZIEME LECON .

COURBES PLANES. — GEOMETRIE CINEMATIQUE.

Courbes planes. — Rappel de définitions et de résultats. — Courbe d’errcur. —
Géométrie cinématique. — Définition et conventions. — Déplacement fini d’une
figure plane sur son plan. — Déplacement infiniment petit d’une figure plane,

centre instantané de rotation. — Déplacement d’une figure de 1'espace paralléle-
ment a un plan.

Rappel de définitions et de résultats ('). — Une courbe plane
est le lieu des positions d’un point mobile qui ne se déplace pas en
ligne droite et qui reste dans un méme plan. Pour une position du
point mobile, la direction du déplacement est celle de la tangente
a la courbe.

La perpendiculaire & une tangente issue du point de contact de
cette droite est une normale a la courbe. Le plan perpendiculaire
a4 une tangente, mené du point de contact de cette droite, est le
plan normal a la courbe. L'angle de contingence en un point
d’une courbe est 'angle que la tangente en ce point a la courbe
fait avec la tangente a la courbe au point infiniment voisin de
celui-ci.

Le cercle osculateur en un point m d’une courbe est la circon-
férence tangente a la courbe au point m et qui passe par le point
de la courbe infiniment voisin de m, ou encore on peut dire que
le cercle osculateur est un cercle qui posséde avec la courbe trois

(1) Eléments de Calcul infinitésimal, par DulaMEL.
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points infiniment voisins communs. Il résulte de la que le cercle
osculateur traverse généralement la courbe. Dans le voisinage du
point pour lequel on considére le cercle osculateur, la courbe par-
tage le pian en deux régions; on ne peul pas passer d’'une région
a 'autre en coupant la courbe, si ce n’est en la coupant un nombre
impaif de fois, et réciproquement; par conséquent, le cercle oscu-
lateur traverse la courbe, puisqu’il la rencontre en trois points.

Il peut arriver, dans certains cas, que le cercle osculateur ren-
contre la courbe en plus de trois points; c’est ce qui a lieu, par
exemple, aux points ot la courbe est rencontrée par un axe de
symétrie. En ces points, le cercle osculateur et la courbe ont au
moins quatre points communs. Lorsque le cercle osculateur a avec
la courbe quatre points infiniment voisins communs, il ne traverse
pas la courbe. Les points pour lesquels cette circonstance se pré-
sente sont appelés sommets.

En un point d’une courbe, le cercle osculateur peut se réduire
a une droite; on a alors ce qu'on appelle un point d’inflexion.
En ce point d’inflexion, la courbe et sa tangente ont Lrois points
infiniment voisins communs.

La courbure d'une courbe en un point est égale a l'angle de
contingence en ce point divisé par ’arc infiniment petit qui se
termine au point de contact des tangentes comprenant cet angle.

L’inverse de cette courbure est le rayon d’une circonférence qui
a méme courbure que la courbe donnée.

Sil'on place cette circonférence tangentiellement & la courbe
au point m, elle prend le nom de cercle de courbure et se confond
avec le cercle osculateur en m. Le rayon de cette circonférence qui
aboutit au point m est le rayon de courbure de la courbe en ce
point m; le centre de cette circonférence est le centre de cour-
bure de la courbe pour ce point m; ce centre de courbure est le
point de rencontre de deux normales infiniment voisines ().

En un sommet, le rayon de courbure est maximum ou minimum;
au point d’inflexion, défini comme précédemment, le rayon de
courbure est infini.

Si les points d’une courbe M sont les points d’intersection de

(*) On ne doit pas oublier qu’a coté de définitions je me borne a rappeler ici
des résultats démontrés ailleurs.
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by

courbes infiniment voisines appartenant & une méme série, la
courbe M a, avec chacune de ces courbes, deux points infiniment
voisins communs, ¢’est-a-dire qu’elle leur est tangente. La courbe M
est'enveloppe de ces courbes infiniment voisines, et celles-ci pren-
nent le nom d’enyeloppées de M.

Une courbe est 'enveloppe de ses tangentes.

Faisant usage de ce mot enveloppe, on peut dire que 'ombre
portée par une surface est I'enveloppe des ombres portées par ses
génératrices. Ainsi, lorsque, dans la premiére Lecon, nous avons
cherché 'ombre portée par une surface de révolution sur un plan
horizontal, nous ’avons déterminée en tracant des lignes tangentes
aux ombres portées par les paralleles de la surface; ces lignes
d’ombre portée sont les enveloppes des ombres portées par les pa-
ralleles, supposés infiniment voisins.

De méme, la ligne de perspective ou de contour apparent d’une
surface est I'enveloppe des perspectives des génératrices de cette
surface. Lorsque, par exemple, nous avons considéré en perspec-
tive cavaliére les sections faites dans une sphére par des plans de
front, nous avons eu une suite de circonférences de front dont les
perspectives étaient des circonférences de cercle; I'enveloppe de
ces circonférences, supposées infiniment voisines, est la courbe
perspective cavaliére de la sphére.

Courbe d’erreur. — Lorsqu'une courbe est tracée et qu’on ne
connait pas sa définition géométrique, on a ce qu'on appelle une

Tig. of.

courbe graphique.Proposons-nous de construire pour une pareille
courbe la tangente au point m (fig. 96). Du point m comme
centre décrivons un arc de cercle; du point 7,2 menons une sécante
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qui rencontre la courbe donnée au point @; portons, & partir du
point ou la droite ma rencontre la circonférence et dans le sens
de ma, un segment égal & ma : nous obtenons le point &’. Menons
une autre sécante quirencontre la courbe au point b; construisons
de méme le point &', puis une troisiéme sécante qui rencontre la
courbe au point ¢ a I'aide duquel nous déterminons le point ¢/, et
ainsi de suite. Les points &/, I/, ¢’ sont reliés par une courbe qu’on
appelle courbe d’erreur. Cette courbe rencontre la circonférence
de cercle en un point : ¢’est le point pour lequel on a une sécante
qui rencontre la courbe en un point & une distance nulle du
point m : c’est la tangente en m.

GEOMETRIE CINEMATIQUE.

Définition et conventions. — Nous allons nous occuper des lignes
décrites pendant le déplacement d’une figure plane qui glisse sur
son plan. Nous commencons par 1a I'étude d'une branche de la
Géométrie, que j'appelle Géométrie cinématique (*).

La Cinématique a pour objet I'étude du mouvement indépen-
damment des forces; la Géoméirie cinématique a pour objet
Iétude du mouvement indépendamment des forces et du temps,
c’est-a-dire qu’elle a pour objet I’étude des déplacements. Nous
réservons 'expression de déplacement pour un mouvement dans
lequel on ne considére pasla vitesse ().

(1) Clest, je crois, le savant fondateur des Nouvelles Annales de Mathéma-
tigues, O. TeErQuEM, qui, en 1859, dans un article de son intéressant Recueil, a,
le premier, fait usage de cette expression. Depuis, elle a été employée en Alle-
magne. Le professeur AroxmoLo a publié, en 1872, un Mémoire relatif au dépla-
cement plan, intitulé : Kinematische Mittheilungen; Grundziige der kinema-
tischen Geometrie.

Les titres des Mémoires suivants renferment des expressions analogues : Ki-
nematisch-geometrische Untersuchungen der Bewegung dhnlich verdnder-
licher ebener Systeme, par L. Burmester (1874), et Kinematisch-geometrische
Theorie der Beschleunigung fir die ebene Bewegung, par T. Rirtersuaus, etc.

(?) « Il semble d’abord que, quand on a dit que la Mécanique est la réunion
de toutes les vérités relatives aux mouvements ou aux forces considérées en gé-
néral, on a suffisamment distingué cette scicnce de toutes les autres. Mais on
pourrait objecter que, dans la Géométrie, et surtout dans la théorie des lignes
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Les propriétés géométriques relatives aux déplacements des
figures, intéressantes en elles-mémes, sont utiles en Mécanique;
employées en Géométrie comme on emploie les différentiations
en Analyse, elles permettent d’arriver a des propriétés géométriques
concernant des figures immobiles.

Pour D'exposition des propriétés relatives aux déplacements,
nous adoptons les notations suivantes. Les points sont marqués
par de petites lettres; les lignes décrites par ces points, c’est-
a-dire leurs trajectoires, sont indiquées par les lettres qui indi-
quent ces points placées entre parenthéses : ainsi le point @ décrit
la trajectoire (a). Les lignes sontindiquées par de grandes lettres;
les surfaces engendrées par ces lignes sont indiquées par les
lettres, qui indiquent ces lignes, mises entre parenthéses : ainsi la
ligne A engendre la surface (A).

SilTon consideére pour un point la surface sur laquelle il se dé-
place et que jappelle surface trajectoire du point, il faut avoir
soin de distinguer cette surface de la surface engendrée par une
ligne; nous l'indiquons par une lettre entre crochets : ainsi le
point @ a pour surface Lrajectoire [a].

Déplacement fini d'une figure plane sur son plan. — Etant données
sur un plan deuz figures égales, telles que U'on puisse amener
Uune & coincider avec l'autre par glissement sur le plan, on
peut obtenir cette coincidence par une simple rotation ().

Le quadrilatére abed ( fig. 97) est égal au quadrilatére a'b'c’d’,

ct des surfaces, on définit ces lignes et ces surfaces en déterminant le déplacement
du point ou de la ligne qui les décrit, et que ce déplacement est déja un mouve-
ment. La réponse que je ferai a cette objection, c’est qu'il n’y a réellement mouve-
ment que quand, I'idée du temps pendant lequel a lieu le déplacement étant
jointe & celle du déplacement lui-méme, il en résulte la notion de la vitesse plus
ou moins grande avec laquelle il s’opére, considération tout a fait étrangére a la
Géométrie, qui fait le caractére propre de la Mécanique et la distingue a cet
égard de la Géométrie. » (Ampire, E'ssai sur la Philosophie des Sciences, p. 63.)

(*) Ce théoréme, les théorémes suivants et la methode des normales qui en
résulte sont dus a Cmastes. (Voir, dans le Bulletin de la Societe mathématique
de France, 1878, le Mémoire qui a été présenté & la Société philomathique le
11 aolt 1829, et qui a pour titre: Meémoire de Géometrie sur la construction des
normales ¢ plusieurs courbes mécaniques, par Cuasies, et, du méme illustre
géométre, Aper¢u historique sur l’origine et le développement des méthodes en
Géometrie, p. 548; 1837.)
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et nous supposons que, lorsque le c¢oté ab coincide avec o'V, les
deux quadrilatéres coincident. Dans ces circonslances, nous allons
montrer qu'il existe un point du plan autour duquel on peut faire
tourner abcd de maniére a ’amener & coincider avec ¢’ b'c'd’.

Joignons le point @ au point ¢/, et élevons une perpendiculaire
sur le milieu de la droite aa'. Joignons le point b au point 0/, et
élevons une perpendiculaire sur le milieu de la droite bd'. Ces
deux perpendiculaires se rencontrent en un point o; nous allons
montrer que ce point o est le centre de rotation qui répond a la
question.

Il résulte de la construction de ce point que a0 =da'0 et bo =10'o.
Les deux triangles abo, /b’ o sontalors égaux comme ayant leurs

Fig. 97.

trois cotés égaux chacun a chacun; langle @ob est donc égal a
langle @'0 ', et, par suite, 'angle cod’ est égal a’angle bol'. En fai-
sant tourner la figure autour du point o de maniére que le point @
vienne en o, alors le point & vient en 0/, et, par suite, les deux
quadrilatéres coincident.

Nous avons considéré deux quadrilatéres, mais il est bien clair
que P'on peut prendre une figure quelconque; les points de la
premiére figure viendront coincider, aprés la rotation autour du
point o, avec les points correspondants de la deuxiéme figure.

Ce que nous venons d’expliquer pour un déplacement fini est
vrai pour un déplacement infiniment petit.

Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instantané de
rotation. — Dans le cas d’un déplacement infiniment petit, le
point o prend le nom de centre instantané de rotation, et les
droites, telles que ad/, b0/, cc’, ... sont des tangentes aux lignes
décrites par les points de la figure mobile. Les perpendiculaires
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élevées sur les milieux de ces droites sont des normales & ces tra-
jectoires, et 'on voit ainsi que :

Pour un déplacement infiniment petit d’une figure sur son
plan, les normales aux trajectoires des points de cette figure
passent par un méme point qui est le centre instantané de
rotation, et, si l'on ne parle pas d’un déplacement infiniment
petit, on peut dire : Pour une position quelconque d’une figure
plane que Uon déplace d’une manicre continue sur son plan,
les normales, issues des points de la figure, aux trajectoires de
ces points passent par un méme point.

Il suffit de donner les trajectoires de deux points de la figure
mobile pour connaitre tout ce qui est relatif au déplacement de
cette figure. Si, par exemple ( fig. 98), la droite ab, de grandeur

Fig. 93.

invariable, se déplace de fagon que le point a reste sur sa trajec-
toire (@), le point b sur sa trajectoire (b), le centre instantané de
rotation est le point de rencontre des normales issues des points
et b aux trajectoires (@), (0); la normale & la courbe décrite par
un point m entrainé par le déplacement de ab, c’est-a-dire lié
invariablement & ab, est alors, d’aprés ce que nous venons de dire,
la droite mo, qui joint le point m au centre instantané o.

Du point o abaissons sur la droite ab la perpendiculaire oe; la
tangente a la trajectoire du point ¢ est la droite ab elle-méme. En
vertu de la rotation infiniment petite autour du point o, le point e
se déplace alors sur ab; il est donc l'intersection de ab avec ce seg-
ment arrivé dans sa position infiniment voisine; il appartient, par
suite, & la courbe enveloppe de ab. On détermine donc le point ou
la droite ab touche son enveloppe en projetant sur cette droite
le centre instantané de rotation.

Le méme raisonnement s’applique & une courbe entrainée en
méme temps que ab, et 'on voit que le point o cette courbe
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touche son enveloppe est le pied de la normale qui lui est
abaissée du centre instantané de rotation.

Déplacement d'une figure de l'espace parallelement & un plan. —
Ce que nous venons de dire pour une figure plane qui glisse sur
son plan s’étend, dans 'espace, au cas d’une figure qui se déplace
paralléelement a un plan, avec cette différence, qu’au lieu d’un
centre instantané de rotation, on a un axe instantané de rotation
perpendiculaire a ce plan. Ceci est applicable a un segment de droite
qui se déplace dans P'espace; les différents points de ce segment
décrivent des trajectoires, et les tangentes & ces trajectoires issues

“des points de la droite sont paralléles & un méme plan, comme il
est facile de le voir en considérant d’abord un déplacement fini. Le
déplacement infiniment petit d’un segment de droite dans [’es-
pace peut donc s’obtenir au moyen d’une rotation autour d’une
droite, et 'on peut alors énoncer cette propriété : Les plans nor-
maux aux trajectoires de tous les points d’une droite se cou-
pent sutvant une méme droite ().

(*) CmasLzs a énoncé ce théoréme, ainsi que beaucoup d’autres, dans un trés
beautravailinséré, en 1843, dans les Comptesrendus des séances de I’ Académie des
Sciences, et intitulé Proprictés géométriques relatives au mouvement infiniment
petit d’un corps solide libre dans Uespace.

Dans le méme Recueil, en 1860 et 1861, Cuasies a publié aussi Proprictes re-
latives au deplacement fini quelconque, dans ’espace, d’une figure de forme
invariable. Ce Mémoire est suivi d’une intéressante Notice historique sur la
question du déplacement d’une figure de forme invariable, i laquelle je ren-
voie le lecteur.

Aux noms qui figurent dans cette Notice on peut ajouter ceux de : A. Borboxi,
C.-J. Grouio, G. Beriavitis, D. Turazzs, Soxorr, A. Caviey, Licuixe, NiconAnis,
Hasicn, Hatox pE LA GouPILLIERE, JORDAN, BRisse, DiArBoUx, p’OCAGNE, A. ScHUMANN,
Dewurr, Latsant, ScuoexrLies, VANECER et quelques autres que j'aurai Uoccasion de
citer plus loin.
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QUATORZIEME LECON.

GEOMETRIE CINEMATIQUE (suITk).

Déplacement continu d'une figure plane sur son plan. — Développante, développée.
— Développante d’une courbe sans point singulier, ou avec point singulier. —
Développantes de la développée d’une ellipse. — Déplacement sur son plan
d’une figure de grandeur variable. — Droite mobile de grandeur variable. —
Construction du centre de courbure d’une ellipse.

Déplacement continu d'une figure plane sur son plan. — Nous avons
vu que le déplacement infiniment petil d’une figure plane sur son
plan est une rotation infiniment petite autour d’un point qu’on ap-
pelle centre instantané de rotation. Considérons maintenant le
déplacement continu d’une figure plane sur son plan.

Pour les diverses positions de la figure mobile on a ( fig. 99),
sur le plan fixe, une suite de centres instantanés de rotation ¢, ¢y,
Cay ...; sur le plan de la figure mobile, on a les points ¢/, ¢, ..., qui
deviennent successivement ces cenlres de rotation. Les points ¢,
Ciy C2y « .. appartiennent & une courbe I qui est sur le plan fixe;
les points ¢/, ¢/, ... sont sur une courbe M tracée sur le plan de la
figure mobile. Les courbes I et M ont en commun le point ¢, qui
est le centre instantané de rotation pour la position de la figure
que nous considérons. Les deux courbes F et M sont tangentes
entre elles au point c; car 'angle compris entre leurs tangentes

II
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au point ¢ est infiniment petit, puisque c’est de cet angle qu'il
faut faire tourner la figure mobile pour amener ¢’ & coincider
avec ¢;. On a donc une courbe M qui, dans chacune de ses posi-
tions, est tangente a F, et dont les différents points viennent coin-
cider successivement avec les points de la courbe Iy en outre, chacun
des points de M ne reste en coincidence qu’avec un seul point
de F. La courbe M roule alors sur la courbe I sans glissement, et
I'on voit ainsi que le déplacement continu d’une figure plane
sur son plan peut étre obtenu en considérant sur le plan de la
igure mobile une certaine courbe qui roule sans glisser sur une
courbe du plan fize.

Le roulement d’une courbe sur une autre est appelé déplacement
épicycloidal; on peut dire alors que le déplacement continud’une
Jigure plane sur son plan est un déplacement épicycloidal.

La trajectoire (m) d’un point m prend le nom particulier de
roulette. La courbe I porte le nom de base de la roulette.

En se reportant a ce que nous avons dit précédemment, on voit
que la normale a la roulette décrite par le point m, lorsque ce
point occupe sur cette courbe une position a laguelle corres-
pond le centre instantané ¢ (qui est le point de contact de ¥ et
de M), c’est la droite mc. .

Si la courbe F et la courbe M sont des circonférences de cercle,
un point de la circonférence M décrit une roulette qu'on appelle
épicycloide. Un point du plan de cette circonférence M, situé a
lintérieur de cette courbe, décrit une épicycloide qu’on appelle
raccourcte, et un point, au dehors de la circonférence M, décrit
une épicycloide allongée.

Dans le cas ot la courbe fixe est réduite & une droite, la courbe
mobile étant toujours une circonférence M, on a, pour un point
du plan de cette circonférence entrainé pendant le roulement de
cette courbe sur la droite fixe, une ¢ycloide, ou une cycloide rac-
courcie, ou une c¢ycloide allongée, selon que le point est sur M,
en dedans ou en dehors de M.

Prenons un exemple de figure mobile, et cherchons la ligne fixe
et la ligne mobile & I’aide desquelles on obtient le déplacement de
la figure de grandeur invariable par le roulement d’une courbe sur
une autre.

Supposons que la figure de forme invariable soit ( fig. 100) un
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segment de droite b de grandeur invariable : le point @ décrit la
ligne droite (a), le point b décrit la ligne droite (). Dans la posi-
tion qu’occupe la droite ab, le centre instantané s’obtient en me-
nant, des points a et b, des perpendiculaires aux lignes décrites
par ces points; ces droites se coupent en un point ¢ qui est le
centre instantané de rotation. L’angle acb est le supplémentaire de
Pangle en o formé parles deux droites (@) et (b); par conséquent,
sur le plan de la figure mobile, le point ¢ appartient au segment

capable de I'angle acb décrit sur la droite ab; il est sur la circon-
férence oach, qui est alors la courbe M.

Le diameétre oc de cette circonférence étant de grandeur con-
stante, le lieu des points tels que c est, sur le plan fixe, la circon-
férence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon; cetle
circonférence est la courbe fixe I; on voit qu’elle est tangente en ¢
ala circonférence oach. Ainsi, la circonférence dont le centre est
au pointoest laligne fixe F et la circonférence oacb est la ligne
mobile M.

D’aprés ce qui précede, la circonférence M roule sans glisser dans
Pintérieur de la circonférence F, le point a décrit le diamétre oa,
le point b décrit le diamétre 0b; de méme un point quelconque
de la circonférence M décrit un diamétre de la circonférence
fixe F.

De la on peut conclure la nature de la courbe décrite par un
point quelconque 7 du plan de la circonférence mobile. Joignons
le point m au point 7, centre de M; ce diamétre rencontre la cir-
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conférence M aux points ¢, g. Pendant le roulement de M, le point e
se déplace sur le diamétre oe, le point g sur le diametre og; le
point m décrit donc une courbe qu’on peut considérer comme
engendrée par un point d'une droite ge de grandeur invariable
dont les extrémités e, g décrivent les cOtés d’un angle droit. Le
point e déerit donc une ellipse dont les axes coincident avec oe
et og, el dont les longueurs des demi-axes sont me, mg.

Ceci permet de relrouver la construction donnée précédemment
(p- 118) pour obtenir les axes d’une ellipse, connaissant deux dia-
métres conjugués. Lanormale en m a ellipse décrite par ce point
est la droite ¢m, qui passe par le centre instantané c¢; cette droite
rencontre la circonférence M en un point d, et, comme od est per-
pendiculaire & c¢m, od est une paralléle & la tangente en m a I'el-
lipse, c’est-a-dire que od est le diamétre dont la direction est con-
juguée du diamétre om.

Pour avoir la longueur de ce diamétre conjugué de om, consi-
dérons le point m comme un point de la droite cd. Pendant le
roulement de M, cette corde, qui est de grandeur invariable, se dé-
place dans angle cod ; le point ¢ glisse sur la droite oc et le point d
décrit la droite od. Lorsque le point ¢ est venu au point o, le
point m est venu sur la droite od en un point n, tel que on = cm;
le point 7 ainsi obtenu est extrémité du diamétre conjugué du
diamétre om.

D’apres cela, on procéde de la facon suivante pour construire
les axes d'une ellipse, connaissant les diamétres conjugués om
et on : Du point m on abaisse une perpendiculaire sur on; on
porte sur cette perpendiculaire, & partir du point m, une lon-
gueur mc = on; on joint le point o au point c, et Lon décrit sur
cette droite une circonférence de cercle. On joint le point m au
centre de cette circonférence par une droite qui la rencontre
auwx points e, g; les droites oe, og sont les axes de Uellipse, et
les segments me, mg sont les longueurs des demi-azes de cette
courbe ('). On voit facilement que le segment porté a partir du

(') C’est en 1837, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, p. 188, que
j’ai donné pour la premicre fois cette construction. Depuis, dans le méme Recueil
(1878), Jai montré comment on en déduit la conslruction, bien connue, due &
CHASLES,
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point m pour obtenir le point ¢ peut étre porté dans l'autre sens:
la construction s’achéve toujours de la méme manicre.
Enveloppe d’un diameétre d’une circonférence M qui roule sur
une circonférence I.-— Le point de contact ¢ de ces deux circon-
férences ( fig. 101) étant le centre instantané de rotation, on a le
point ol ce diamétre touche son enveloppe en prenant le pied e
de la perpendiculaire abaissée du point ¢ sur ce diametre. Le liea
des points analogues au point ¢ est alors la courbe enveloppe du
diamétre ab. On peut considérer le point e comme un point de
la circonférence (1) tangente en ¢ & M et dont le rayon est moitié
durayon de M; ce point ¢ est tel, que pendant le roulement de (1)
Fig. 1or1.

—7r~M
VAT
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a Vintérieur de M il décrit le diamétre ab. On al'arc ec de la cir-
conférence (1) qui est égal & I'arc ac de M. Prenons l'arc oc égal a
Parc ac; on peut considérer (1) comme tangente d’abord en son
point ¢ & I en 0. Lorsque cette circonférence (1) roule sans glisser
sur F et vient toucher cette courbe en ¢, laroulette décrite a partir
de o vient en ¢ tangentiellement a ab. Cela est vrai, quelle que soit
la position de M : donc, le licu des points tels que e, c’est-a-dire
Uenveloppe de ab, est "épicycloide engendrée par ce point
lorsque la circonférence (1) roule sur la circonférence ¥.

On démontre de la méme maniére que, si une circonférence (2)
roule a l'intérieur de M, un point ¢’ de cette courbe engendre une
épicycloide IE et que I'enveloppe de cette courbe, entrainée en
méme temps que M, n’est autre que I'épicycloide engendrée par
le point ¢ de la circonférence (2) qui roule sur la circonférence I

Développante, développée. — Prenons comme courbe fixe une



166 SECONDE PARTIE. — QUATORZIEME LEGCON.

courbe quelconque et comme ligne mobile une tangente a cette
courbe.

Pendant le roulement de cette tangente, chacun de ses points
décrit une courbe; ces courbes rencontrent & angle droit les di-
verses positions de cette tangente : ce sont donc les trajectoires
orthogonales des tangentes de la courbe fixe. Elles ont pour nor-
males communes ces tangentes, et, comme elles interceptent sur
ces droites des segments égaux, ce sont des courbes paralléles.
Toutes ces courbes, trajectoires orthogonales des tangentes de la
courbe fixe, portent le nom de développantes de cette courbe, et,
par rapport a ces courbes, la courbe fixe porte le nom de dépe-
loppée ().

La développée d'une courbe est 'enveloppe des normales a la
courbe, et, comme nous avons rappelé que le point de rencontre
de deux normales & une courbe, qui sont infiniment voisines, est
un centre de courbure de cette courbe, nous pouvons dire que la
développée d’une courbe est aussi le lieu des centres de courbure
de cette courbe.

Une courbe n’a qu'une développée; elle a une infinité de déve-
loppantes.

Développante d’'une courbe sans point singulier, ou avec point sin-
gulier (?). — Tracons une développante d’une courbe fermée.

Considérons ( fig. 102) les tangentes qui touchent cette courbe aux
points 1, 2,3, .... En prenant la trajectoire orthogonale de ces tan-

(*) Huveexs, Horologium oscillatorium et De linearum curvarum evolutione
et dimensione.

(*) Parmi les géométres qui se sont occupés des points singuliers, je citerai :
MM. Caviey, Quarterly Journal, t. VII; bE LA Gournerig, Journal de Matheéma-
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gentes a partir du point 7, on a pour développante une branche qui
s’étend a l'infini. Sil’on prend les tangentes aux points 1/, 2/, 3/, ...
sur la courbe dans le sens opposé & celui d’abord considéré, on
a, a partir du point m, Pautre branche de la développante, qui
s’étend aussi & U'infini. On a au point 7, un point pour lequel les
deux branches de la développante sont tangentes & la normale en
m & la courbe fixe. Le point m est donc sur la développante un
point de rebroussement de premiére espéce, et I'on voit que la
développante rencontre la courbe fixe en un point de rebrous-
sement de premiére espéce. Nous supposons évidemment que le
point 7 est un point ordinaire sur la courbe fixe.

Lorsque les deux branches d’une courbe sont tangentes & une
méme droite et situées d’'un méme coté de cette droite, on a un
point de rebroussement de deuxiéme espéce. On rencontre un
pareil point en cherchant la développante d’une courbe qui pré-
sente un point d’inflexion.

Sil'on prend la développante qui part d’un point m ( fig. 103)

Fig. 103.

d’une courbe qui présentc un point d'inflexion au point 7, on a, &
partir du point m, la trajectoire orthogonale des tangentes dont les
points de contact sont les points de I'arc mi; cette courbe ren-
contre en r la tangente au point d’inflexion, et, a partir de ce point,
il y a une branche de courbe trajectoire orthogonale des tangentes
dont les points de contact sont sur le prolongement de lare mi.
La développante présente au point r un point de rebroussement
de deuxiéme espéce.

tiqgues de Liouville, 2° série, t. XIV et XV; Srovz, Mathematische Annalen,
t. VIII et t. XV; Norucr, Mathematische Annalen, t. IX; Havruex, Recueil des
Savants étrangers, t. XXVI, et Bulletin de la Socicté mathématique de France,
t. 1L, IV, V; Etude sur les points singuliers des courbes algébrigues planes
(Appendice au Traité des courbes planes de G. Salmon); Switu, Proceedings of
London mathematical Society, t. VI; Zeuruex, Mathematische Annalen, t. X. A
cette liste on doit ajouter le nom de Puiseux, qui, le premier, a fait I’étude
d’une fonction algébrique dans le voisinage d’une valeur singuliére.
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Si I'on cherche la développante d'une courbe qui a elle-méme
an point de rebroussement de deuxiéme espéce, on trouve encore
ane branche de courbe qui présente un point de rebroussement ¢
de deuxiéme espéce situé sur la tangente ala courbe donnée en son
point de rebroussement. La différence qui existe entre le point ¢
trouvé maintenant et le point r trouvé précédemment, c’est que le
point ¢ est un sommet, puisqu’en parcourant la développante on
trouve successivement, pour les points de cette courbe, des rayons
de courbure allant d’abord en croissant jusqu’a ce qu’on arrive au
rayon de courbure de la courbe en ¢, et & partir de ce rayon de
courbure ils vont en décroissant; au point £ on a donc un rayon de
courbure maximum, tandis que, pour la courbe qui présente un
point d’inflexion, on a un rayon de courbure allant constamment
en croissant lorsque 1'on parcourt cette courbe depuis le point m
jusqu’au point r, puis a partir du point » sur 'autre branche du
point de rebroussement.

Cherchons la développante d'une courbe qui a des branches in-
finies. Prenons une hyperbole ( fig. 104) et un point m de cette

TFig. 104.

courbe; tracons la trajectoire orthogonale des tangentes dont les
points de contact sont 1, 2, 3 et ainsi de suite jusqu’a 'infini. On
a une branche de courbe partant normalement a 'hyperbole et ve-
nant rencontrer 'asymplote au point @ & angle droit. Puis on doit
prendre les points 4, 5, 6 de I'autre branche, & partir de I'infini, et
les tangentes en ces points, pour tracer la trajectoire orthogonale
de ces tangentes & partir du point a. La développante vient ren-
contrer de nouveau la courbe au point m/, repart de ce point n?,
rencontre de nouveau 'autre asymptote et continue ainsi de suite.
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On a successivement sur la courbe des points de rebroussement
pour cette développante, et aux points ol celte ligne rencontre les
asymptotes on a des points d'inflexion.

Prenons comme autre exemple une courbe située d’un méme
cOLé par rapport a I'une de ses asymplotes. Partant d’un point m
de cette courbe (fig. 105), on a un arc de courbe normal en m a

Fig. 10d.
/
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la courbe donnée et qui rencontre & angle droit 'asymptote en a.
Continnant & partir du point @, on a une branche de courbe qui
vient rencontrer la courbe donnée au point m'; en ce point on a
un point de rebroussement ainsi qu’au point m. Nous voyons sur
cet exemple un point de rebroussement de premiére espéce en m
pour lequel le rayon de courbure de la développante est nul, et en
@ un point de rebroussement de cctte méme développante pour
lequel le rayon de courbure est infini.

Développantes de la développée d'une ellipse. — Tracons la déve-
loppée d'une ellipse (fig. 106). Cette développée est I'enveloppe

Fig. 106.
|

des normales & la courbe; elle a quatre points de rebroussement
réels situés sur les axes de l'ellipse. Les développantes de cette dé
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veloppée sont des courbes paralleles a lellipse, c’est-a-dire des
courbes qu’on obtient en portant sur les normales a I'ellipse des
segments égaux entre eux.

Partant du point m de cette développée, on a une courbe (1)
qui a quatre points de rebroussement sur la développée de I'ellipse.

Partant du point m/, on a une courbe qui présente toujours
quatre points de rebroussement, mais qui a en outre deux points
doubles situés sur le grand axe.

Enfin, partant du point 7 situé sur une tangente a la développée
de I'ellipse, on a une courbe dont la forme rappelle la forme méme
de 'ellipse.

Il est important de connaitre les formes de ces courbes paral-
leles a Iellipse. On les rencontre, par exemple, quand on cherche
la projection orthogonale d’un tore sur un plan oblique par rapport
au plan qui contient le centre de la sphére, variable de position,
mais de grandeur constante, qui engendre le tore. Le centre de
cette sphére mobile décrit dans I'espace un cercle dont la projec-
tion est une ellipse; sur le plan de projection le contour apparent
de cette sphére est une circonférence de cercle décrite d’un point
de cette ellipse. comme centre, avec un rayon égal au rayon de la
sphere mobile. On a donc a considérer la courbe enveloppe d’une
suite de circonférences de cercle ayant des rayons égaux et dont
les centres sont sur une ellipse. L’enveloppe est une courbe paral-
lele a Pellipse; on I’obtient en portant sur les normales a Iellipse
une longueur constante égale au rayon de ces circonférences. Le
contour apparent du tore est donc une ligne qui, selon la position
du tore par rapport au plan de projection, a I'une ou 'autre forme
des développantes de la développée de l'ellipse.

Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur variable. Droite
mobile de grandeur variable. — Relativement au déplacement d’une
figure plane sur son plan, nous avons jusqu’a présent considéré
une figure de grandeur invariable; nous allons montrer par un
exemple comment on peut résoudre certains problemes relatifs a
une figure variable de forme, en profitant des éléments de cette
figure qui restent de grandeur invariable (').

(') Voir Cuasies, Memoire de Géométrie sur la construction des normales @
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Prenons une droite mobile @b qui enveloppe une courbe don-
née E (fig. 107), lalongueur de cette droite étant définie par les
courbes sur lesquelles doivent se trouver les extrémités a et b.
Ainsi le point @ reste sur la courbe (@), le point b sur la courbe (b).
Sur cette droite construisons un triangle abm semblable & un
triangle donné. Construisons ainsi, pour chacune des positions de
la droite @b, un triangle tel que abm, les points tels que m appar-

Fig. 1o7.

\ta)

tiennent & une courbe (m). Nous nous proposons de déterminer au

point m la normale a cette courbe.

Puisque les triangles tels que abm restent semblables a un
triangle donné, 'angle en a est de grandeur invariable. Lorsque le
point @ se déplace infiniment peu sur sa trajectoire, le coté ae de
cet angle restant toujours tangent & la courbe E, le centre instan-
tané de rotation « est au point de rencontre de la normale en « a
la trajectoire de ce point et de la normale en e a la courbe enve-
loppée par ab. Au moyen de ce centre instantané o on obtient le
point f, ot am touche son enveloppe, en prenant le pied de la
perpendiculaire abaissée du point « sur am.

De méme, on a, pour le déplacement infiniment petit de I'angle
mobile abm de grandeur invariable, le centre instantané 3 a I'aide
duquel on obtient le point g, o le c¢6té mb touche son enveloppe,
en abaissant une perpendiculaire du point 3 surce c6té et en pre-
nant le pied de cette perpendiculaire.

On a maintenant un angle de grandeur invariable m2, dont les

plusieurs courbes mécaniques ( Bulletin de la Socicté mathématique de France,
t. VI, p. 222) ct le Supplément de la quinziéme Legon.
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cdtés sont tangents & deux courbes; le centre instantané relatif au
déplacement infiniment petit de cet angle est le point de ren-
contre p. des normales & ces courbes issues des points f et g. Le
point w étant le centre instantané relatif au déplacement de
I'angle 72, la normale a la courbe décrite par le point m est la
droite pm.

Cet exemple montre comment on peut déterminer la normale &
la courbe décrite par un point d’une figure de grandeur variable,
en profitant des éléments de cette figure qui restent de grandear
invariable pendant son déplacement.

Le triangle qui a pour sommets les trois points o, 3, p. est sem-
blable au triangle abm; on a

an  am
w3 mb

Prenons le cas particulier ot le triangle se réduit a am/b, le

o I A . M ! . N o
point m’ étant sur ab; le point p/, analogue au point u, est alors
sur a3, de facon que

'

ap! am
Ze A
w8 m'o

ce qui donne le résultat suivant :

On partage un segment de droite ab de grandeur variable en
segments proportionnels a deur segments donnés au point m';
pour avoir la normale & la courbe liew des points tels que m/,
on méne la normale en a a la trajectoire de ce point, cette
droite rencontre, aw point o, la normale issue du point e a
Uenveloppe de la droite mobile. On détermine de méme le
point (b sur la normale ea. On prend sur o un point !, placé

par rapport auxr points =, 3 comme le point m' est placé par

. N ap .,
rapport aux points a et b, c’'est-a-dire tel que 2 soit égal

wB
.

am’ . . . .
@ s lanormale & la courbe lieudes points m’ est la droite m' H/'

Inversement, si une droite mobile est déplacée de fagon que
trois courbes données (), (m'), (b) la partagent en segments pro-
portionnels, on obtient, pour une position de cette droite, le point
ot elle touche son enveloppe en menant une perpendiculaire a la
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droite ab qui soit partagée par les normales ao, m'y/, 0B, de
facon qu’on ait sur cette perpendiculaire les points , u' et 3 tels que
ap!  am' . . . .
miche -7 €t en prenant le point ou cette perpendiculaire ren-
contre «ab.

Remarque. — Si la droite mobile reste, pendant son déplace-
ment, normale & 'une des courbes données, (@) par exemple, le
point ol elle touche son enveloppe est un centre de courbure

de (a). Voici une application de cette remarque.

Constructions du centre de courbure d'une ellipse. — Prenons trois
lignes : P'une est une ellipse (m) (/fig. 108), les deux autres sont
les axes de cette courbe. Une normale quelconque a Pellipse mab

est, comme l'on sait, partagée par ces trois lignes en segments
proportionnels. On peut alors déterminer le point ou cette nor-
male touche son enveloppe, ¢’est-a-dire le centre de courbure de
ellipse correspondant au point m. La normale au point m a
Vellipse est la droite mobile elle-méme; la normale en @ & la
ligne sur laquelle doit rester ce point est la perpendiculaire élevée
de @ au grand axe; de méme pour le point b.

On doit donc construire une perpendiculaire & la normale qui
soit partagée, par la normale ma et par les perpendiculaires aux

axes menées des points @ et b, en segments proportionnels a ma

\ N . . [L%4 ma
et mb, c’est-a-dire qu’on doit avoir & = —.
u3 mb

Les triangles wo¢, bca sont semblables comme ayant lears cOtés
respectivement perpendiculaires. En vertu de la proportion pré-
cédente, les droites mab, p.«3 sont homologues relativement a ces
triangles. Le point u partage donc ab, comme m partage ut.
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De la différentes constructions; en voici quelques-unes :
Menons ae parallelement & tu, on a

tm ad au.

ly

mu  de  pb

1° Le point p. peut donc s’obtenir ainsi :

Au point a, ot la normale en m rencontre l’un des azxes, on
méne une perpendiculaire & cetle normale; cette droite ren-
contre le diamétre qui passe en m en un point d; on abaisse de
ce point une perpendiculaire sur ’axe dont on a considéré le
point de rencontre avec la normale : cetie perpendiculaire ren-
contre la normale au centre de courbure p. dela courbe (*).

Il est évident que cette construction est vraie, qu’on lapplique
a un axe ou a lautre. Nous 'emploierons plus tard pour déter-
miner le centre d'une conique lorsque 'on donne l'un des axes;
un point de la courbe et le centre de courbure correspondant.

2° On meéne la droite ua, elle coupe la paralléle a ot menée
du point m en un certain point : la paralléle @ ob, menée de
ce point, coupe la normale en m au centre de courbure cherché.

3° Les perpendiculaires ao, b3 aux axes de Uellipse se ren-
contrent en ¢, on abaisse de ce point une perpendiculaire sur
le diamétre om : cette droite rencontre la normale en m au
centre de courbure p.

La perpendiculaire abaissée du point ¢ sur om est, en effet,
I’homologue de om et détermine le point p. qui correspond au
point m.

Remarque. — Projetons « et 3 en ¢ et r sur les axes; on dé-
montre facilement que la droite g est parallele a mo et contient .
Cette remarque sera utile plus loin (p. 202).

(*) M. Lacuerre a donné une construction analogue pourle cas de I’espace dans
son travail Sur la determination, en un point d’une surface du second ordre,
des axes de Uindicatrice et des rayons de courbure principaux (Journal de
Matheématiques pures et appliqudes, 3° série, L. IV, p. 247). Voir aussi, sur lc méme
sujet, un article que j’ai publié dans le méme Recueil, 3¢ série, t. VIII, page 167.
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QUINZIEME LECON.

GEOMETRIE CINEMATIQUE (surre). — GOURBES GAUCHES.

Construction du centre de courbure d’une épicycloide. — Construction du centre
de courbure d’'une courbe entrainée dans ledéplacement épicycloidal. — Cycloide.
— Courbes gauches. — Plan osculateur. — Projections diverses d’une courbe
gauche. — Hélice. — Projections d’unc hélice. — Perspective cavaliére d’une
hélice. — Rayon de courbure d’une hélice.

ScerLiuest. Démonstration du théoréme énoncé page 177, applications de ce théo-
réme. — Geéomeéltrie cinématique. — Construction des centres de courbure des
lignes décrites pendant le déplacement d’une figure plane sur son plan. — Centre
de courbure de la ligne décrite par un point d’unc figure mobile de grandeur
variable. — Construire le centre de courbure de la dévcloppée d’une ellipse,
— Sur le déplacement infiniment petit d’unc figure polygonale de forme
variable. — Sur les quadrilatéres articulés.

Construction du centre de courbure d'une épicycloide.— M ( fig. 109)
est la circonférence qui roule sur la circonférence fixe F, m est le
point qui engendre I'épicycloide.

Tig. 109.

Joignons le point m au point de contact a des circonférences
F et M. La droite ma est la normale au point m & 1'épicycloide.
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Joignons le point m au centre ¢ de la circonférence M, et par le
centre o dela circonférence I menons une paralltle & la droite mc;
celte droite rencontre la normale ma au point b.

Les triangles mac, boa sont semblables, et Pon a

me  ob

ca ~ oa’
Dans cette proportion, les segments mec, ca, oa sont de grandeur
constante, quelle que soit la position de la circonférence mobile;
le segment 0b est alors aussi de grandeur constante. Le lieu des
points tels que b est donc la circonférence décrite du point o
comme centre avec 0b pour rayon.

Les triangles semblables mac, boa montrent aussi que le rapport
de ma & mb est constant. La droite ma est donc partagée, quelle
que soit la position de la circonférence M, par I'épicycloide, la
circonférence fixe I' et la circonférence concentrique a celle-ci
qui passe par le point b, en segments proportionnels.

On peut alors construire le point ot cette droite touche son
enveloppe. Lanormale au point m a Pépicycloide estla droite ma;
la normale au point @ & I est le rayon «o; la normale en b ala
circonférence qui contient ce point est le rayon bo. On doit alors
mener une perpendiculaire ala droite ma qui soit partagée par ces
trois droites en segments proportionnels a ma et mb. Pour cela,
on éléve au point a une perpendiculaire a ma; elle rencontre
la droite me au point d; la droite do coupe la normale ma au
point p.: ce point p. est le centre de courbure demandé (*).

Pour le faire voir, prolongeons la droite ad jusqu’au point e et
menons parallelement & cette droite la ligne pua3; on a

1% da ma

W8T de " mb’

Le point p. est donc bien le pied de la perpendiculaire partagée
par les normales aux trois courbes en segments proportionnels a
ma, mb; c’est le centre de courbure de I'épicycloide.

Pour avoir la relation qui existe entre le rayon de courbure m

(') Cette construction, généralement attribuée a Savary, est due a Evrer (Nou-
veauxr Commentaires de Saint-Pctersbourg pour 1765, t. XI, p. 209).
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et les rayons des deux circonférences M et IF, que nous désigne-
rons par Ry et R, nous faisons usage du lemme suivant :

On donne un angle de sommets( fig. 110) et un point odans
Uintérieur de cet angle; on méne de ce point une transversale

Fig. rro.
s
!
I
I
1
1
i
|
0
7
quelconque qui rencontre les céiés de l'angle aux points a et b,
quelle que soit cette transversale (1), ona

T ) 1
— 4 — | —5— == const.
<ao ob> sin bos
Appliquons ce lemme. Prenons (fig. 109) l'angle mdo et les
deux transversales mb, co qui passent par le point a. On a

T ) T - T . 1 1
ma " ap \Ry Rp/sinoad
Appelons o le rayon de courbure my et ¢ 'angle mac; cetle
formule peut s’écrire

ro 1 (1 1
ma  p—ma \Ry Ry/cosy

Telle est la relation qui permet de déterminer p, connaissant
Pangle o et la portion de normale ma comprise entre le point dé-
crivant et le point de contact des deux circonférences.

(*) Voir dans ma brochure : Transformation des propriétés métriques des
Sigures a Uaide de la théorie des polaires réciproques (Mallet-Bachelier, 1857,
p- 3), lorigine de ce théoréme et une démonstration directe. Le supplément a cette
lecon contient une autre démonstration de ce théoréme et quelques applications.
Ce théoréme, du reste, peut étre souvent trés utilement employé; jen ai fait
beaucoup usage dans un Memoire d’Optique géomeétrique [ Atti della R. Acca-
demia deti Lincei (1884-1885) ; Journal de Matheématiques pures et appliquées,
18867.

12
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Construction du centre de courbure de l'enveloppe d'une courbe en-
trainée dans le déplacement épicycloidal. — La construction du centre
de courbure de la courbe décrite par un point permet de trouver
le centre de courbure de la courbe enveloppe des positions d’une
courbe entrainée dans le mouvement.

Pour le faire voir, démontrons d’abord le lemme suivant :

Deux courbes paralléles entrainées dans le déplacement épi-
cvcloidal ont pour enveloppes des courbes paralleles entre elles.

Pour une position quelconque de la figure, les points ot ces
courbes touchent leurs enveloppes sont les pieds des normales qui
leur sont menées par le point de contact @ de la courbe mobile et
de la courbe fixe. Comme ce sont des courbes paralléles, la nor-
male & 'une est normale al’autre, et le segment mn, compris entre
les pieds de cette normale sur les courbes entrainées, est de gran-
deur constante, quelle que soit la position de la figure. On voit
ainsi que les courbes enveloppes ont pour normale commune la
droite am, et la portion mn de cette normale, comprise entre les
enveloppes, est une longueur constante : donc les enveloppes sont
aussi des courbes paralléles entre elles.

Dans le cas particulier ot la courbe entrainée est une circonfé-
rence de cercle, la courbe enveloppe se compose de branches paral-
l¢les distantes entre elles d’'une longueur égale au diameétre de cette
circonférence, et ces branches sont aussi parall¢les a la courbe en-
gendrée par le centre de cette circonférence.

Prenons maintenant une courbe quelconque G ( fig. 111). Du
point de contact @ de I et de M menons une normale ap a cette
courbe; prolongeons ap jusqu’au centre de courbure y de la courbe
entrainée, et du point y comme centre décrivons avec yp pour
rayon le cercle de courbure de la courbe G. Sur la courbe mo-
bile M prenons un point ¢ infiniment voisin du point a; en me-
nant du point ¢ une normale & la courbe entrainée G et une
normale & son cercle de courbure, on obtient deux points ¢, , qui
sont I'un et l'autre infiniment voisins du point p, et I'angle ra'q
est infiniment petit du second ordre ().

(*) En général, si Pon considére une courbe ayant avec G un contact de 'ordre
n en p, les normales & ces courbes abaissées de @', qui est infiniment prés de ap,
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Apres un déplacement infiniment petit de M, le point &' devient
le centre instantané @y, le point ¢ vient au point ¢y, qui est un
point de la courbe enveloppe E de la courbe C entrainée, et le
point 7 vient au point 7, qui est un point de la courbe enveloppe
du cercle de courbure entrainé. Les points ¢, et 74 sont infiniment

Fig. 111,

voisins du point p, et Vangle r,a,¢,, qui est égal a l'angle rd’'q,
est toujours infiniment petit du second ordre. Les développées
des courbes enveloppes, qui sont des courbes tangentes a la nor-
male pa, doivent alors toucher cette droite au méme point : on voit
ainsi que les courbes enveloppes de la courbe entrainée et de son
cercle de courbure sont des courbes osculatrices ().

Mais, en se reportant au lemme, le cercle de courbure a pour
enveloppe une courbe paralléle & la ligne décrite par le point vy :
on a donc le centre de courbure de E en construisant le centre
de courbure de la courbe décrite par le pointy (*).

Cycloide. — Ce que nous avons dit pour I'épicycloide est appli-
cable & la cycloide. La construction du centre de courbure de la
cycloide engendrée par le point m (fig. 112) est la suivante : on

c’est-a-dire les tangentes a leurs développées qui partent de «’, font entre elles un
angle infiniment petit du »i*= ordre. Il est facile d’énoncer la réciproque.

"(*) De la méme maniére, on démontre le théoréme suivant : Deux courbes
ayant entre elles un contact du n™e ordre aw point p ont pour enveloppes
des courbes ayant entre elles en ce point un contact de ce méme ordre.

(?) Résultat du a Eveer (loc. cit.). Voir aussi Des methodes en Geéometrie, par
P. Sermet, p. 83.
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joint le point 7,2 au point de contact @ du cercle mobile et de la
droite fixe; on éléve au point @ une perpendiculaire & ma; on
joint le point m au centre de la circonférence mobile; cette droite

Fig. 112,

w

rencontre en d la perpendiculaire que nous venons de mener du
point «; la perpendiculaire abaissée du point d sur la droite fixe
rencontre ma au point g, qui est le centre de courbure de la
cycloide engendrée par m.

COURBES GAUCHES.

On appelle courbe gauche une courbe qui n’est pas plane.

Pour ces courbes, comme pour les courbes planes, commengons
par rappeler des définitions, des résultats el quelques démonstra-
tions, en insistant particuliérement sur ce qui doit étre le plus
utile (1).

En chaque point d’une courbe gauche, il y a une tangente et une
infinité de normales; toutes ces normales sont dans le plan normal
ala courbe, qui est le plan mené perpendiculairement a la tangente
par le point de contact de cette droite.

(") De Sunt-Vexant, Memoire sur les lignes courbes non planes (Journal de
UEcole Polytechnique, XXX¢ Cahier); J. Burtraxo, Traité de Calcul différen-
tiel et de Calcul intégral, t. 1, p. 597.
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Plan osculateur. — Parmi tous les plans qu’on peut mener par
un point m d’une courbe gauche, il y en a un qui se rapproche de
la courbe plus que tous les autres.

dape : o .

Par le point m (fig. 113), menons un plan quelconque qui

coupe la courbe sous un angle fini. Un point m/ de la courbe, qui

est infiniment voisin du point m, est a une distance de ce plan qui
est un infiniment petit de méme ovdre que mm', car on a

mp = mm'.sinpmm’,

et nous supposons que l'angle pmm/ est un angle fini.

Sil'on veut que la distance m’'p soit infiniment petite par rap-
port & mm/, on doit supposer que la corde mm' est rencontrée par
ce plan sous un angle infiniment petit, c’est-a-dire que le plan doit
étre mené par la tangente en m a la courbe.

Cherchons, parmi tous les plans qu'on peut mener par la tan-
gente en m & une courbe, celui qui se rapproche le plus de la courbe.
Par la tangente mt (fig. 114) a la courbe, menons un plan;

Fig. 114.
\ /
m/
\\Ji
Jip
n q\t

abaissons du point 7’ de la courbe gauche, qui est infiniment voi-
sin du point m, la perpendiculaire 7/p sur ce plan et la perpen-
diculaire m'¢ sur la tangente m¢.
.' . . /
Dans le triangle rectangle m/pg, on a

m'p =m'q sinpgm/,

et 'on voit que, parmi tous les plans menés par m¢, celui qui se
rapproche le plus de la courbe est celui pour lequel la distance 72/ p
est infiniment petite par rapport a m'q : c’est le plan pour lequel
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I'angle pgm' est infiniment petit, ¢’est-a-dire le plan mené par la
tangente mt et par le point m/ de la courbe gauche, qui est infini-
ment voisin du point m. Ce plan est appelé le plan osculateur de
la courbe gauche. ,

Nous allons faire voir que le plan osculateur d'une courbe gauche
en un point m ( fig. 115) est aussi le plan mené par la tangente en
m a cette courbe, parallélement ala tangente a la courbe au point
qui est infiniment voisin du point m.

Projetons la courbe gauche sur un plan perpendiculaire ala tan-
gente en m. Le point m est projeté au point ., et le point 7/, in-

Fig. 115.

{iniment voisin du point 7, est projeté au point u'. Le plan oscu-
lateur de la courbe, considéré comme étant le plan mené par la
tangente m p. et par le point 72/, infiniment voisin du point n2, a pour
trace sur le plan de projection la droite pp’; le plan mené par la
tangente m ., parallélement a la tangente au point 7/, a pour trace
sur le plan de projection la droite menée du point p. parallelement
ala tangente en u/. Lorsque le point 77 est confondu avec le point m,
le point p’ est confondu avec le point ., et les traces des deux plans
considérés viennent coincider et donnent en u la tangente a la
projection de la courbe. On voit ainsi que ces deux plans n’en
font alors qu’un.

On peut donc dire que le plan osculateur est le plan mené par
une tangente ¢ la courbe, parallélement a la tangente a cette
courbe au point infiniment voisin de celut que {’on considére.
11 résulte de la que, si d’un point s on méne des droites paralleles
aux tangentes d’une courbe gauche, la surface conique lieu de ces
droites jouit de cette propriété : Le plan tangent, le long de la
génératrice qui est paralléle & la tangente my., est paralléle
au plan osculateur de la courbe gauche au point m.
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On peut démontrer qu'on arrive encore au méme plan oscula-
teur en cherchant le plan qui passe par le point m de la courbe
gauche et par deux points infiniment voisins; en d’autres termes,
le plan osculateur a, avec la courbe gauche, trois points infi-
niment VOISLNLS COMINUNS.

Puisque le plan osculateur peut étre considéré comme ayant avec
la courbe trois points infiniment voisins communs, il traverse la
courbe; cette propriété est importante a remarquer.

Le cercle osculateur est sur le plan osculateur; le centre de ce
cercle est sur la normale & la courbe qui est dans le plan oscula-
teur. On donne a cette normale le nom de normale principale.

La perpendiculaire au plan osculateur élevée de ce centre de
courbure est une droite que j'appelle aze de courbure de la courbe
gauche.

Les plans osculateurs d’une courbe gauche en deux points infi-
niment voisins comprennent entre eux un angle qu'on appelle
angle de torsion.

Le rapport de ’angle de deux plans osculateurs infiniment voi-
sins a l'arc compris entre leurs points de contact est la seconde
courbure ou la torsion de la courbe gauche.

L’inverse de cette seconde courbure est le rayon de seconde
courbure ou rayon de torsion.

Les courbes gauches sont souvent appelées courbes a double
courbure.

La plus courte distance de deux tangentes ¢ une courbe
gauche, qui sont infiniment voisines, est un infiniment petit
d’ordre supérieur au second ().

Par la tangente m¢ ( fig. 116) menons un plan paralléle a la tan-
gente au point 72; abaissons du point 7/ une perpendiculaire m/p
sur ce plan : m/p est égal a la plus courte distance des deux tan-
gentes en m et m/. Abaissons du point 7/ une perpendiculaire m'¢

() Boveuet, Remarques sur les systémes de droites dans ’espace (Journal
de Mathematiques de Liouville, 17 série, t. XI, p. 1253); O. Boxxer, Note sur la
distance de deux tangentes infiniment voisines a une courbe gauche (Nouvelles
Annales de Mathématiques, 1*° série, t. XII, p. 192). Dans cette Note, M. O. Box-
~et donne I'expression de cette distance, qu'il trouve égale au douziéme du pro-
duit de 'arc par I’angle de contingence et par l'angle de torsion.
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sur la tangente mt, joignons le point p au point ¢ :
777,’1) = m'q cosp ln,’(].

m' ¢ est un infiniment petit du second ordre lorsque m/ est infini-
ment voisin de m. Mais, lorsque 7 est infiniment voisin de e,

I'angle pm'q différe infiniment peu d’un angle droit; on voit alors
que m'p est infiniment petit par rapport a m’'q, et, par suite, la
plus courte distance des deux tangentes est un infiniment petit
d’ordre supérieur au second.

Projections diverses d'une courbe gauche. — Appliquons ce que
que nous venons de rappeler ou de démontrer a examen des pro-
jections diverses d’une courbe gauche.

Supposons qu'il s’agisse de la projection conique d’une courbe
gauche. S7 le point d’ou partent les rayons projetants est placé
arbitrairement par rapport & la courbe, la projection de la
courbe jouit de cette propriété : La tangente en un pointa', pro-
Jection du point ade la courbe, est la projection de la tangente
en a.

St le sommet du cdéne projetant est dans U"un des plans oscu-
lateurs de la courbe, la projection de la courbe est tangehte a la
trace de ce plan osculateur sur le plan projetant et est située de
part et d’autre de cette trace; elle présente alors un point d’in-
flexion.

St le sommet du cone projetant est un point de la tangente
en m a la courbe gauche, la projection de cette courbe est tan-
gente au point w, projection de m, a la trace du plan osculateur en
m sur le plan projetant, et, comme la courbe gauche est de part et
d’autre de ce plan osculateur, la projection de la courbe gauche
présente un point de rebroussement au point e

Ce dernier résultat peut s’énoncer de la maniére suivante :
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Lorsque la courbe directrice d’un céne est tangente & U'une des
génératrices de ce cdne, la section [aite dans ce céne par un
plan présente un point de rebroussement au point ot le plan
sécant rencontre cette génératrice. On dit alors que le cone pré-
sente un rebroussement le long de cette génératrice particuliére,
et le plan tangent au cone, qu'on appelle le plan de rebrousse-
ment, n’est autre que le plan osculateur de la courbe directrice du
cOne.

Au lieu de parler de cone projetant, on peut encore énoncer
ainsi le résultat auquel nous venons d’arriver :

Lorsqu’un rayonvisugl est tangent ¢ une courbe, la perspec-
tive de cette courbe présente un point de rebroussement et la
tangente en ce point de rebroussement est dans le plan oscula-
teurde lacourbe gauche aw point ot elle est touchée par le rayon
visuel.

Tout ce que nous venons de dire en parlant d’'une projection co-
nique s’applique évidemment lorsqu’il s’agit d’une projection cy-
lindrique.

Hélice. — Comme exemple de courbe gauche, étudions I'élice.

L’hélice est une courbe tracée sar une surface cylindrique et qui
rencontre sous des angles égaux les génératrices de cette surface.

Considérons seulement 'hélice tracée sur un cylindre de révo-
lution.

Il résulte de la définition de I'hélice que, si I'on développe le
cylindre de révolution, cette courbe se transforme en une ligne
droite.

Si ab (fig. 117) est la transformée d’une section droite du
cylindre et ac la transformée de I'hélice, 'ordonnée mp du point m
est égale a la distance du point de 'hélice correspondant a m a la
section droite du cylindre transformée suivant ab; 'abscisse ap
est le développement de 'arc de cette section droite. Comme, pour

. . . nlp
un point quelconque de la droite am, on a toujours —- = const.,
) J ap

on voit que I'hélice sur le cylindre jouit de cette propriété que
Pordonnée d'un point de cette courbe divisée par I'arc compté sur
ane section droite entre le pied de cette ordonnée et le point ou
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la courbe rencontre cette section droite donne un rapport con-
stant. On peut dire alors que, sur le cylindre, {’/élice est en-
gendrée par un point d’une génératrice qui est tel que, pen-
dant que cette génératrice se déplace de facon que son pied sur
une section droite parcoure successivement des arcs égaux, le

Fig. 117.

_—

VoL
L

= A§\

a b

point savance sur la génératrice successivement de longueurs
égales.

L’hélice partant d’un point d’une génératrice rencontre de nou-
veau cette génératrice; la portion de cette droite comprise entre
ces deux points de rencontre consécutifs est ce qu’on appelle le
pas de I'hélice.

L’are d’hélice compris entre ces deux points est ce qu'on ap-
pelle une spire.

Si ac est le développement d’une spire de I'hélice, cb est le pas;

on a
be = ab tangbac.

Sil'on désigne le pas par H, l'angle bac par «, le rayon de la
section droite par r, on a
H

II =27rtang« d’Ol\,l tang s = —
o %
2T

. , H
SiI'on représente S par /o, on a
h
tanga =

I est ce qu’on appelle le pas réduit (M.

(*) Cette expression est due & M. e LA Gourxerie ( 77aite de Géometrie descrip-
tive, I1I* Partie, p. 110).



COURBES GAUCHES. 187

On voit que / est le rayon de la circonférence dont la longueur
est H, ou encore % est le rapport constant entre I'ordonnée d'un
point quelconque de I’hélice et ’arc de section droite correspon-
dant, pour la circonférence de rayon 1.

Les tangentes a 1'hélice font, avec les génératrices du cylindre
qui passent par leurs points de contact, des angles égaux entre eux;
si alors d’un point de I'espace on méne des paralléles aux tangentes
de I'hélice, le licu de ces droites est un céne de révolution.

Projection d'une hélice. — Prenons (fig. 118) comme plan ho-
rizontal de projection un plan perpendiculaire a I'axe du cylindre

Fig. 118.

sur lequel est tracée la courbe; (', @) est le point de départ de
'hélice, a'b’ est le pas de cette courbe.

Divisons @'5' en un certain nombre de parties égales, huit par
exemple ; divisons la circonférence base du cylindre en un méme
nombre de parties égales.

Nous n’avons maintenant qu’a relever les points de division de
cette circonférence successivement sur les paralléles a la ligne de
terre menées par les points de division de @' b/, et nous avons des
points de I’hélice; en réunissant ces points, on obtient la projec-
tion de la courbe.

Prenons en particulier le point 7/, pour lequel la tangente est
de front.
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Sur le cone formé par les paralleles aux tangentes a I'hélice, la
génératrice paralléle a la tangente en m’ est paralléle au plan ver-
tical de projection. Le plan tangent & ce cdne suivant cette géné-
ratrice est alors perpendiculaire a ce plan vertical de projection,
puisque ce cdne est de révolution; mais les plans tangents a ce
cone sont paralléles aux plans osculateurs de I'hélice : donc, au
point 77, le plan osculateur de 'hélice est perpendiculaire au plan
vertical, et la projection verticale de la courbe, étant faite sur un
plan perpendiculaire & son plan osculateur, présente en m’ un

point d’inflexion.

Perspective cavaliére d'une hélice. — Tracons (fig. 119) l'ellipse
perspective cavaliére de la section droite du cylindre et les généra-

trices de contour apparent de ce cylindre. Nous divisons cetle sec-
tion droite en parties égales en faisant tourner son plan autour de
son diamétre de front, puis, parles points de division, nous me-
nons des génératrices du cylindre.

Si I’hélice part du point 1, nous portons a partir du point 2 un
segment 2-«; & partir du point 3, nous portons deux fois ce méme
segment et nous obtenons le point b; a partir du point 4, nous
portons trois fois ce méme segment, et ainsi de suite : les points 1,
@, b, ¢ sont les points de I'hélice en perspective cavaliére.

Elle est tracée surle cylindre; elle arrive tangentiellement aux
génératrices de contour apparent du cylindre, excepté dans un cas
particulier dont nous allons parler bientét.

Supposons que 'on ait construit le cone dont les génératrices
sont paralleles aux tangentes a I’hélice et que ce cone ait pour
base la base méme du cylindre de révolution. Le sommet de ce cone
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est supposé en s, en dehors de I'ellipse perspective de la base du
cylindre. Dans ce cas, le cdne a deux génératrices de contour appa-
rent; il y a alors deux plans tangents a ce cone paralleles aux pro-
jetantes. Mais les plans tangenls a ce cone sont paralléles aux plans
osculateurs de I'hélice; il y a donc des plans osculateurs de I'hélice
paralléles aux projetantes, et, par conséquent, la perspective de
I’hélice doit présenter des points d’inflexion.

Supposons que le sommet du cone soit en s’ sur la courbe de
base du cylindre; cela veul dire qu’il y a une génératrice du cone
dirigée suivant une projetante, et, comme les génératrices de ce
cone sont paralleles aux tangentes a I'hélice, il y a des tangentes a
cette courbe qui sont paralléles aux projetantes; et alors, pour les
perspectives des points de contact de ces tangentes, la courbe pré-
sente des points de rebroussement. Ces points de rebroussement
sont nécessaircment sur les génératrices de contoar apparent du
cylindre, puisque ces langentes paralléles aux projetantes sont né-
cessairement dans les plans tangents a ce cylindre paralltles aux
projetantes. C'est la le cas particulier annoncé précédemment.

Enfin, si le sommet du cone est a I'intérieur de ellipse perspec-
tive de la circonférence de base, la perspective de la courbe n’a ni
point d'inflexion, ni point de rebroussement; elle présente alors
ce qu’on appelle des points doubles, c’est-a-dire qu’elle se coupe
elle-méme; ces points doubles correspondent a des projetantes qui
rencontrent deux fois I'hélice.

Ces différents cas se rencontrent lorsqu’on cherche I'ombre
portée d’une hélice sur le plan de la base du cylindre; il est facile
de voir que, sclon l'inclinaison du rayon lumincux, cette ombre
est une cycloide ordinaire, raccourcie ou allongée.

Rayon de courbure de I'hélice. — Pour terminer ce qui concerne
I’hélice, cherchons le rayon de courbure de cette courbe en un
point quelconque.

Prenons (fig. 118) pour plan vertical de projection un plan
parallele au plan tangent au cylindre en ce point. Ce point se pro-
jette alors en m’ sur l'axe du cylindre, et le plan osculateur de
I’hélice se projette suivant la tangente a la projection de celle
courbe en m’; cette droite fait avec le plan horizontal un angle .
La section faite par le plan osculateur dans le cylindre est une



190 SECONDE PARTIE. — QUINZIEME LEGON.

ellipse qui a en commun avec I’hélice trois points infiniment voi-
sins réunis en m'; le rayon de courbure de 'hélice est donc égal
au rayon de courbure de cetle ellipse.

Le demi petit axe de cette ellipse est égal au rayon r de la base

. . 7
du cylindre, et le demi grand axe est —-
COos

Cherchons le centre de courbure de cette ellipse pour le som-
met 7 ( fig. 120), ¢’est-a-dire le point ol le petit axe est rencontré

par la normale au point infiniment voisin de 7. La normale en un
point p est la bissectrice de I’angle fpf’, qu'on obtient en joignant
paux deux foyers f et f'; elle rencontre le petit axe en un point qui
est sur la circonférence circonscrite au triangle fpf’. Lorsque p est
infiniment voisin de 7/, celte circonférence passe par f/, m/, f,
et elle rencontre le petit axe au centre de courbure demandé.

9

, cm . .
Le rayon de courbure en 2 est alors égal & Fz’{) - Mais, d’aprées
. . r
ce qui précéde, n f'= —— et m'o = r; on a donc, pour le rayon

cos
de courbure p de I'hélice,

cos?a r
r cosa

Lalongueur de 5 est laméme quel que soit le point de la courbe,
comme on pouvait le prévoir.

Pour construire p, on méne (fig. 118) a'c parallclement a la
tangente en 7’ & I'hélice. Cette droite rencontre la projection de
I'axe du cylindre au point ¢; de ce point on éléve ce perpendicu-
lairement & ac : le segment @’ ¢ est le rayon de courbure demandé.
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SUPPLEMENT A LA QUINZIEME LECON.

Démonstration du théoréme énoncé p. 4177 (1) et applications de ce théo-
réme.— On donne sur un plan (fig. 121) unangle asb et un point o.
Quelle que soit la transversale oab, issue du point o, on a

1 1 1
— — —+ ) =——— = const.
oa 0b ) sin aos

En effet, on a

aireosb — aircosa = aireasb,
ou
$0.sb sinosb — so.sa sinosa == sa.sb sin asb,

qu’on peut écrire

1 T sinasb
sa sinosa sb sinosb ~ sosinosa sinosh’
d’ou
M I 1 1 sinosb
1 _—— — ) = = - - s
oa 0b/ sinaos s0 sinosa sin 0sb

Fig. rar.
s f b
o' V\/" ////

relation vraie quelle que soit la transversale ad, et, comme le second
membre est constant, le théoréme est démontré (1).

La relation (1) reste la méme, quelle que soit la position du point o
par rapport a 'angle, a la condition de donner un signe aux segments
comptés a partir de o, selon le sens de ces segments.

(*) TI est facile de voir que ce théoréme s’étend au cas ot ’on a un angle dié¢dre
et un point fixe.
Dans le cas particulier o (fig. r21) la transversale est perpendiculaire a os, la
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Menons op parallélement & sb, il résulte du théoréme précédent
que

1 1 1 i
op sinpos ~— ‘oa  ob/ sinbos

Du point o', pris arbitrairement sur so, menons o' f parallélement
a ob;ona

so
o'

s0
1 ’ r

oa=20'p'—, ob=o0
P / s

Portant ces valeurs dans la relation précédente, on obtient

so sinbos T

(2)

T so'sinpos v T

ot o’ et Pangle fo's sont arbitraires.

Si lon considére les droites so, sa, sb comme des projetantes, on
peut considérer op comme projeté en o’ p’ surla droite arbitraire o' /.
La formule (2) donne alors la valeur de op en fonction de sa projec-
tion o' p’, du segment o' f limité au point f, projectiondu point & I'in-
fini sur op, et d’autres quantités qui disparaissent lorsqu’on emploie
convenablement cette formule (2).

Nous allons faire usage de cette formule pour ¢ransformer des
relations homogeénes de segments comptés sur une méme droite.

. (4
Transformons d’abord le rapport £ (fig. 122).

Appliquant la formule (2), ona

L S
(3) 99 0L O,f//l .

v i

OIPV Ol OIP/

La transversale o'f étant arbitraire, on voit que : un faisceau de
)

relation (1) devient

1 1 T . sin asb .
§5<tang osa tangosb> " sosinosasinosd’
d’ott
cososa cososh sinasb
sinose  sinosb  sinosasinosh’

et, par suite, on a le développement de sin(o0sb — osa ).
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quatre droites so', sp', sq', sf détermine sur une transversale quel-
conque des segments entre lesquels on a un rapport, tel que (3), qui
a toujours la méme valeur ().
Le rapport (3), qui n’est pas altéré par la projection, c’est-a-dire
qui est projectif, est un rapport anharmonique des quatre points o',
! 3
P S )
Sila transversale of’ est perpendiculaire a o's, on a
o'p' = o'stango'sp’,
0'q'=o'stango’sq’,
o' f=o'stango’'sf;

portant ces valeurs dans le rapport (3), on a

1 1
, tango’'sg’  tango'sf
(39 I I ’

tango’'sp’  tango'sf
qui est un rapport anharmonique des quatre droites So’, Sp’, Sq’, S /.
Aumovyen de laformule (2) nous venons de transformer un rapport
J pp
de deux segments en un rapport projectif : ceci est général, cette
formule permet de transformer une relation homogéne quelconque
de segments d’une droite en une relation projective.
Prenons.comme exemple ( fig. 122) la relation
I 5
) op 4= 0g - 0r —-...= |L.0Mm,

dans laquelle la constante p. est égale au nombre des points p, ¢.

r, .... Le point m est appelé centre des moyennes distances des
points p, ¢, 'y ... (*).

(*) Il est facile de voir qu'on a une propriété analogue pour un faisccau de
quatre plans.

(?) Cussuis, Géometrie supcrieure, 2° édition, page 7. — Crenoxa, Eléments
de Géomdirie projective (traduction de Dewulf), p. 44. — Roucut et pe CoMBE-
Rousse, 77raité de Geéometrie, p. 212,

(*) La relation (4) pouvant s’écrire mp - mqg + mr -+-...= o, le cenlre m
est le méme quel que soit le point o.

13
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Appliquons la formule (2), remplacons op, og, or, ... par leurs
valeurs et supprimons le facteur commun, il vient

1 T I i
-+ -+ = — 2,
1 1 1 I 1 I 1 r
Olpl Olj‘ OI ([l Olf OI )‘I Olj’ OI ]77,' Olf
que P'on peut écrire
/ T 1 I I
( — -+ — +...=0
I 1 1 I [ I I 1
o'p o f o'm' of \o'qg"  o'f o'm'  of
ou
r ! I’ !
n m q m
L — Lf" +...=0
P q'f
ou
pr—mf g f—mf o
7 - T T e e =
rf 77
et enfin

e S
m'fopfoo9f vy

Cette relation est alors projective. ]

Le point m' est le centre des moyennes harmoniques des distances
des points p', ¢', r', ... au point f (). On voit donc que la projec-
tion du centre des moyennes distances des points p, q, r, ... est le
centre des moyennes harmoniques des distances des projections de
ces points au point f, qui est la projection du point a Uinfini sur la
drotte pqr.

GEOMETRIE CINEMATIQUE.

Construction des centres de courbure des lignes décrites pendant le
déplacement d'une figure plane sur son plan (*). — Nous avons trouvé
(p. 177) la relation

I I [ 1
() (%Tp—ma> cose = Ry " Ry’

\

(') PoxceLer, Traité des proprietes projectives des figures, 2° édition, t. II,
p. 16.

(?) Borpmuuier, Cours de Geéometrie, Géométrie plane, II° Partie, Section IIT.

A. Transon, Methode géometrique pour les rayons de courbure d’une cer-
taine classe de courbes (Journal de Mathématiques, t. X, p. 148; 1845).

CuasLes, Construction des rayons de courbure des courbes décrites dans le
mouvement d’une figure plane qui glisse sur son plan (Journal de Matheéma-
tigues, t. X, p. 204; 1845).

Bresse, Memoire sur un théoréme nouveau concernant les mouvements plans
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RN

Sapposons ( fig. 123) que le point /m se soit éloigné & I'infini sur am

et que v soit alors la nouvelle position du point p., ¢’est-a-dire quev soit
le centre de courbure de la trajectoire décrite par le point a linfini
sur am.

et sur Uapplication de la Cinédmatique a la détermination des rayons de cour-
bure (Journal de I’Ecole Polytechnique, XXXV* Cahier, 1853).

Pu. Giuert, Recherches sur les proprictes géomeétriques des mouvements plans
( Mémoires couronnés par U’ Académie royale de Belgique, t. XXX, 1857).

E. Layarce, Théorie géométrique des rayons et centres de courbure (Bulle-
tins de U’ Académie royale de Belgique, 2° série, L. 1I, 1857).

Cueuist, Dei moti geometrici, cte. (Accadem. di Bologna, 2° série, t. I, 1862).

Resav, Traité de Cinématique pure. Paris, 1862,

Damuaxoer (G.-R.), Geometrisk theori for accelerationen viden plan figurs
forflyttung i dess plan ( Ofversight of Kongl. Vetenskaps-Akademiens. For-
handlingar. Stockholm, t. XXV, 1868).

Licuixe, Théorie géometrique du mouvement absolu d’un systéme invariable.
Odessa, 1872.

Axoreersky, Sur les méthodes de Chasles et de Bresse pour la construction
des rayons de courbure des courbes decrites dans le mouvement plan d’une
figure plane invariable ( Bulletin de 1’Université de Varsovie, 1873).

Pu. Guwsert, Sur quelques propriétes relatives aux mouvements plans (An-
nales de la Sociéte scientifique de Bruxelles, 2° année, 1877).

T. Rirrersusvs, Kinematisch-geometrische Theorie der Beschleunigung fir
die ebene Bewegung (aus dem Civilingenieur., XXIV Band, I Heft).

ScueLs, Theorie der Bewegung und der Krdfte. Leipzig, 1879.

Pu. Giusert, Sur quelques propriétes relatives aux mouvements plans (Annales
de la Societe scientifique de Bruxelles, 1877).

Pu. Giusert, Sur Uextension aux mouvements plans relatifs de la methode
des normales et des centres de courbure (Annales de la Societé scientifique de
Bruxelles, 1878).

J. PererseN, Kinematek; Copenhague, 1884.

Enfin un Mémoire que j’ai publié¢ dans le XXXVII® Cahier du Journal de
U’Ecole Polytechnique.
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La relation précédente devient

( ) €os® L ) —I_
2 av - Rn - RF

Llevons la perpendiculaire via av, on a

1 1 1

(3) @i T Ry R

Pour un point & I'infini situésurune autre droite issue dea, on obtient
le centre de courbure analoguea v en projetant le point fixe ¢ sur cette

droite.
Il vésulte de cette construction que :

Pour une position quelconque de la figure mobile, les centres de
courbure des lignes décrites simultanément par les points de U’infini
sont sur une circonférence tangente a la courbe fize au centre in-
stantané. Nous désignons par I cette circonférence.

La démonstration directe de cette propriété est trés simple. Menons
des droites partant de @. Prenons sur M un point &’ infiniment voisin
de a et menons de ¢’ des droites paralléles aux droites issues de @. On
a ainsi deux faisceaux de droites qui sont égaux et dont les sommets
sont a et a'.

Aprés un déplacement infiniment petit de M, le point @’ vient en
sur F et devient le centre instantané de rotation. Le faisceau de droites
dont le sommet est maintenant en @, est I’ensemble des normales aux
trajectoires des points de l'infini. Les points de rencontre des droites
du faisceau a, et des droites du faisceau a sont alors les centres de
courbure des trajectoires décrites par les points de Vinfini. Mais les
faisceaux a et @; sont égaux; donc ces points de rencontre sont sur
une circonférence qui passe par « et a,, et le théoréme précédent est
démontré, On peut énoncer ainsi ce théoréme, en s’appuyant sur une
propriété démontrée page 178 :

Les centres de courbure des courbes enveloppes de toutes les droites
du plan de la figure mobile, pour une position quelconque du plan
de cette figure, sont sur une circonférence I tangente @ la courbe
fixe au centre instantané de rotation.

Prenons un exemple. Un triangle abc de grandeur invariable
(fig. 124) se déplace de facon que les cdtés ac, be restent constam-
ment tangents & deux circonférences données dont les centres sont
e, f : construire le centre de courbure de U’enveloppe du troisi¢me
coté ab du triangle mobile.
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Le centre instantané o est le point de rencontre des perpendiculaires
abaissées des points ¢, f sur les cdtés ac, be. La circonférence qui
contient les points o, ¢, / est alors la circonférence 1. La perpendi-

culaire abaissée du point o sur ab rencontre cette circonférence au
point & qui est le centre de courbure demandé. Il résulte de cette con-
struction que ce point est fixe, et par conséquent que le coté ab enve-
loppe aussi une circonférence de cercle.

Reprenons les relations (1) et (2). Il en résulte que

T 1 I
(4 me T ap= av

Cette relation permet de construire le point . lorsque 'on connait v.
Faisons une application. D’un point fize p (fig. 125) on abaisse des

/
\
\

)
\

perpendiculaires sur les tangentes d’une courbe L : on demande de
construire le centre de courbure de la courbe (m), lieu des pieds de
ces perpendiculaires (courbe qu'on appelle podaire de L) (*).

(') Macravriy, le premier, a étudié les courbes auxquelles Terouem a donné
le nom de podaires.
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On peut considérer le point 72 comme le sommet de 'angle droit pml.
En déplacant cet angle de grandeur invariable de facon que le coté mp
passe toujours par p et que le coté m/ reste tangent a L, le sommet m
décrit la podaire (7). Cherchonsle centre de courbure de cette courbe
qui correspond au point m.

La perpendiculaire élevée du point p & pm rencontre la normale 7 &
L au point o, qui est le centre instantané de rotation. La droite mo est
alors normale en m a (m).

Le point X étant le centre de courbure de L pour le point /, la circon-
férence qui contient les points p, o, ) est la circonférence I. La nor-
male om & (m) rencontre cette circonférence au point v. Connaissant
m et v, il s’agit maintenant de construire p. au moyen de la rela-
tion (4).

Du point v abaissons la perpendiculaire v¢ sur po. La droite /£ ren-
conlre 7m0 au point p.

Pour le faire voir, prenons 'angle ml¢ et les deux transversales om
et o¢ qui partent du point 0. On a (p. 1g1)

1 1 [,
—_— ] e = =
0 mo /) sinp.ol ot’

1 I I

—_— e = —

ou mo  ov

d’ou

Ainsi p est bien le centre de courbure demandé.

Un triangle abm (fig. 126) de grandeur invariable se déplace de

Fig. 120.

Jagon que a décrive la courbe (a) et b la courbe (b) : on demande
le centre de courbure p.de la courbe (m) décrite par m, connaissant,
pour la position du triangle abm, le centre de courbure a de (a) et
le centre de courbure 8 de (D).
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Le centre instantané o est le point de rencontre des droites az, 6.
La droite mo est la normale a (7). Prenons sur a= el b3 les points ¢
et d, tels que

I I I
oc oz oa’
I 1 1

od 0B ob

La circonférence qui passe par les points o, ¢, d est alors la circonfé-
rence I.

Joignons le point « au point §; cette droite rencontre ab au point f.
Dans I'angle afo, les deux transversales oa, 0b donnent (p. 191)

1 I I AR ] I
oa  oa) sinaof (0‘3 ob/ sinbof
En tenant compte des égalités précédentes, il vient
oc sinaof = od sinbof.

Il résulte de 1a que cd est paralléle 4 of. De méme, si le point p. était
connu, on trouverait que ce est paralléle a og, le point e étant tel que

P 1 1

oe  op om

Malis les angles ceo, cdo sont égaux; donc l'angle eog est égal a
l'angle dof.

D’aprés cela, on a la construction suivante : Aprés avoir déterminé
0, on trace la droite «3. Elle coupe ab en f. On construit l’angle
mog égal a Uangle bof : la droite ag rencontre mo au centre de
courbure demandé p. (1).

Appliquons cette construction & la recherche du centre de courbure
de Penveloppe d’une droite L du plan du triangle abm, en détermi-
nant le centre de courbure de la courbe décrite par le point qui est
a Dinfini sur la perpendiculaire o) abaissée de o sur L. Menons
la droite o/ telle que I'angle Ao/ soit égal al’angle bof. Cette droite ok
rencontre au point 2 la droite qui joint le point a au point décri-
vant, c’est-a-dire la perpendiculaire aZ & L : la droite iz coupe la
perpendiculaire o) & L au centre de courbure X cherché. Comme on
pouvait le prévoir, ce point est sur la circonférence I.

Nous avons fait remarquer précédemment que la circonférence I est

(") Cette construction est due & BosiiLier, loc. cit.
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tangente & la circonférence F, base de la roulette; nous allons utiliser
cette propriété.

Une droite ab du plan de la figure mobile ( fig. 127) reste tan-
gente a une courbe L, le point a décrit (a) : on demande de con-
struire la tangente pour le centre instantané o a la base de la rou-
lette qui permet d’obtenir le déplacement épicycloidal du plan de
la figure mobile.

1 1

. . . 1
Sur la droite o, construisons le point ¢ de facon que — = — — —,
oc oz oa

le point « étant le centre de courbure de (). Pour cela, menons du

Fig. 127.

t o
r\—‘————/
:\ ////71
e e,
N X |

(a)

point o la droite o¢ parallélement a ab. Cette droite est coupée par la
droite [« au point ¢ : la perpendiculaire ¢c & @b donne le point c.

La circonférence qui contient le point ¢, le point o et le centre de
courbure X de L est la circonférence I. On sait que cette courbe est tan-
cente en o a la base de la roulette; on a alors la normale en o a cette
courbe en menant la droite ok qui joint le point o au point de ren-
contre & des perpendiculaires ck, %k aux droites oa, ol.

Cette construction trés simple peut étre utilement employée lorsqu’il
s'agit de construire le centre de courbure de la ligne décrite par un
point qui fait partie d’une figure mobile de grandeur variable. Je vais
donner un exemple.

Exemple de détermination du centre de courbure de la ligne décrite
par un point d'une figure mobile de grandeur variable. — Une droite aa’
(fig. 128) de longueur variable reste tangente a une courbe L; ses
extrémités décrivent les courbes (a) et (a') : on demande de con-
struire le centre de courbure de la courbe (a"), lieu des points tels
que a’, qui détermine sur la droite aa’ des segments proportionnels.

La normale au point a” & (a”) s’obtient en joignant le point a” au

point o, qui est tel que
0o’ aa’

0'o a'a"
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Pendant le déplacement de aa’, la droite 00’ reste tangente a la déve-
loppée de Lj ses extrémités décrivent des courbes dont on sait con-
struire les normales ok, o' k’. D’aprés ce qui précéde, on peut déter-
miner la normale o’ £” 4 la courbe lieu des points o”, qui sont tels que

00’

m = const.

11 suffit, pour cela, de joindre le point 0" au point £, déterminé de

f kk' 00’ ad’ . o . .
acon que i R Connaissant £”, on projette ce point sur

o"a" au point ¢”, on abaisse la perpendiculaire ¢”¢ sur la paralléle

Fig. 128
0
//l
7)1
RNy
w/ /N
A S NN ¢
/ [N L
7/ R at !
e/ (RN I
VN4 [N
PENA IRVIANG AR
/ —— e N, TS Lo
R Vi k RN AN - (')
(@) o s \\ (a') ~ o
4 L B S~ /.
a l o’ @
AN — /

menée du point o” & aa’: la droite ¢/ coupe la normale 0" ¢” au centre
de courbure %" cherché.

Inversement, on peut construire le centre de courbure h de len-
peloppe L d’une droite mobile sur laquelle trois courbes (a), (a'),
(a") déterminent constamment des segments proportionnels, con-
naissant les centres de courbure de ces courbes données.

Pour cela, on détermine les trois droites ck, ¢’ k', ¢" k" et 'on cherche

kk' aa' . .

/‘,—/,, =i Le point 2 ot cette droite

(i a

rencontre la normale /o est le centre de courbure de I'enveloppe L.
Si la droite mobile remplissant les conditions imposées reste con-

stamment normale & («), le point ) ainsi déterminé est le centre de

une droite k' telle que 'on ait

courbure de la développée de (a).
Appliquons ceci & une ellipse.

Construire le centre de courbure de la développée d’'une ellipse. — La
normale a4 une ellipse (/fig. 129) est partagée par cette ellipse et par
les axes de cette courbe en segments proportionnels. Si, en se dépla-
cant, elle reste normale & l'ellipse, le centre de courbure de son enve-
loppe est le centre de courbure de la développée de l'ellipse; em-
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ployons alors la construction précédente. On a I'ellipse (a) dont le
centre de courbure est le point /. Les centres de courbure des axes (a')
et (a’) sont & infini. On a alors ¢’ en prenant sur le prolongement
de a'o’ un segment o'c' égal a a'o'. De méme pour c’. Puison éléve
les perpendiculai}‘es c'k'y " k', Ces drottes se coupent en €' : en me-

Fig. 129.
\u
~<_
\\
(a') r Tt
A
|
|
|
g |
|
|
|
ol B
N i
[N |
SV N e
AN
~N i
I T
| Soelw
~_lu
(@ | AN I‘])\\\
i e e i R
[4 e /k t

nant du point €' une paralléle a ae, on obtient le point cherché \.
Car, en ¢élevant sur /) la perpendiculaire A 4’4", on a bien

VA ad

v = — 0
N aa”

comme le montrent les figures semblables tuea’a, t'u'e' k"),

Transformons cette construction. Les points e, f, ¢’ sont en ligne
droite et l'on a ¢f=fe’. Mais ef est partagée en deux parties
égales par la diagonale gr, qui, d’aprés une remarque faite a la fin
de la quatorziéme Lecon, est paralléle a ae et contient /; on a donc
e’ = 3e.

Par suite, comme les droites ae, ¢l et e') sont paralléles entre elles,
onall=23Ilg.

On obtient donc le point i en portant a partir de l, sur la per-
pendiculaire a la normale al, un segment U} triple du segment lg
intercepté sur cette perpendiculaire par le diamétre ae et la nor-
male al.
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Nous retrouvons ainsi un résultat dd a Maclaurin (Propriétés gé-
nérales des courbes algébriques et Traité des fluxions.)

Sur le déplacement infiniment petit d'une figure polygonale de forme
variable (!). — Les ¢léments d’une figure polygonale, cdtés et angles,
varient pendant le déplacement; cherchons d’abord les expressions des
variations de grandeur de ces éléments. Nous déterminerons ensuite
le rapport des chemins élémentaires parcourus par les extrémités d’un
cdté; cela nous permettra d’établir une liaison entre les cdtés succes-
sifs du polygone.

ab ( fig. 130), dont la longueur est 1, se déplace en restant tangent
a E, le point a décrit (a), et b la courbe (b): on demande la varia-
tion de longueur de I pour un déplacement infiniment petit de ab.

Prenons sur ab le segment ae de grandeur invariable. Pour un dé-
placement infiniment petit de @ sur (a), on a, relativement a ce seg-
ment, le centre instantané «. En désignant par db I'angle de contin-
gence de E, on a, en désignant par ¢, la nouvelle position de e, aprés
un déplacement infiniment petit de ae,

eey = we.do.

De méme, en prenant le segment de grandeur invariable be et le

(') Voir Bour, Cours de Mccanique et de Machines. Cinématique, p. St, et
Nouvelles Annales de Mathématiques, 17 série, t. XVI, p. 322; 185-.

Grovarn, Sur les figures semblables (Bulletin -de la Societé philomathique,
1870).

Aoust ('abbé), Analyse infinitésimale des courbes planes, 1873.

Licvise, Sur quelques proprictés géometriques du deéplacement d’une figure
plane sur son plan (Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XII, 1873).

BuryEester, Kinematisch-geometrische Untersuchungen der Bewegung dhnlich
verdnderlicher ebener Systeme ( Schlomilch’s Zeitschrift, t. XIX, XX et XXIII,
1874).

M. Lévy, Sur la Cinématique des figures continues sur les surfaces courbes
et, en géneral, dans les varictés planes et courbes (Comptes rendus des s¢ances
de I’Académie des Sciences, 1° avril 1878).

GeisENuEIMER, Recherches surle mouvement d’un systéme mobile qui reste sem-
blable a lui-méme (Zeitschrift fiir Mathematik w. Physik, t. XXIV, p. 129;1879).

Geisexneer, Construction de figures en affinité auw moyen de systémes qui
se meuvent en restant semblables @ eux-mémes (loc. cit., p. 345).

Gusennciver, Relation entre les rayons de courbure de deux courbes réci-
proques, collinéaires ou inverses (lec. cit.), t. XXV, p. 3o0.

Foruexti, Mouvement des figures qui se conservent semblables ¢ elles-mémes
(Journal de Battaglini, t. XVII).

D’Ocacx, Articles dans les Nowvelles Annales de Mathématiques, 2° série,
t. XIX, XX, et 3° série, t. I et IL
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centre instantané 8, on a

) ee;, — Be.do,
par suite

ejey= uld.df.

Mais e, ey, en négligeant des infiniment petits d’ordre supérieur, est

égal a la variation de longueur de ab; on a donc I'expression de-
mandée

) (Sfé = aB.

Dans le cas particulier ot () est une courbe paralléle 4 E, le point §

est le point de rencontre de deux normales de I, et, si ces deux courbes
sont infiniment voisines, ce point de rencontre est le centre de cour-
bure ¢ de E; on a alors

, d.ae
(I ) _([6_ = UE.

Lorsqu’un segment mobile se déplace parallélement a lui-méme, la
variation de sa longueur est la somme algébrique des projections sur
ce segment des chemins parcourus par ses extrémités.

On demande la variation de grandeur d’un angle mobile.

Prenons I'angle abe, dont le coté be reste constamment tangent ala
la courbe C.

Pour un déplacement infiniment petit de 6 sur (&), la variation de
I'angle abc, ou ®, est la différence des angles de contingence des
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courbes C et IX. En employant le centre instantané 8, on a
d(b) = bB8.db
pour I'arc infiniment petit d(b) décrit par b sur (b), d'ou

_d(b),
=5

de méme, en employant le centre instantané vy relatif & bc, on a

d(b)
db = -
: by
par suite,
I I
(2) d‘b_d(b)(gr{_ ?7?>'

Enfin, si 'on prend le rapport des expressions de d(a) et de d(), on
a la formule
d(a) ax
(3) o =
d(b) b8
Donnons quelques applications. Nous pouvons d’abord faire remar-
quer que la formule (1) permet de retrouver trés simplement la con-
struction que nous avons donnée (p. 172) de la normale a la courbe
qui partage constamment ab en segments proportionnels ().

Fig. 131.
/‘\\ﬂ
/ BV
, /,,/”/"/{g
/§<\\ /S
N \
\\\/

[ S )
\ /

b

On joint constamment par une droite ( fig. 131) Uextrémité a de
UPaiguille des heures a Uextrémité b de Uaiguille des minutes : on
demande le centre de courbure de Uenyeloppe de cette drotte.

Appelons ¢ le point ou ab touche son enveloppe. Comme 'extré-

(*) En nous reportant & la fZg. 128 et appliquant la formule (1), nous pouvons

. diaa
écrire — = kk'.
d 0
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mité b parcourt des arcs égaux a douze fois les arcs parcourus par «,

on a
d(b) =12d(a),

et alors, en employant la formule (3), on voit que
g =12a2.
Menons « g parallélement au rayon ob, on a
ag = aa.;
par suite,

b =120g.

On a alors aussi eb =12 g, et, comme eg — ae, on conclut que,

Fig. 132.

pour avoir le point e, on prend le point de division le plus rappro-
ché de a lorsqu’on a partagé ab en treise parties égales.

Puisque le point de contact de Penveloppe E de ab partage Loujours
cette droite en segments proportionnels, on voit, en appliquantla for-
mule (1), que le centre de courbure ¢ de L s’obtient en parta-
geant 48 en treize parties égales et en prenant le point de division
le plus rapproché de o (1).

Les cétés d’un triangle abm mobile (fig. 132) et de grandeur
variable restent tangents a trois courbes données; les sommets aet b

(*) E est une épicycloide. Cela résulte de ce théoréme dit a M. Fourer :

Deux points décrivant dans un méme plan deux cercles avec des vitesses
angulaires constamment proportionnelles, tout point qui divise dans un rap-
port constant la droite joignant ¢ chague instant les deux premiers points
décrit une épicycloide (Bulletin de la Société philomatigue, séance du 16 mai
1868 ).

Voir Brocaro, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t XI, p. 329.
Pn. Guserr, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, p. 153; 1880.
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décrivent deux courbes données : on demande la normale a la
courbe décrite par le sommet m.
Pourun déplacement infiniment petit de ab, on a, en appliquant la
formule (3),
dia) anx
)~ op
A(b) b

d(m)  mp’

dim) mp',

d(a)  ad’

multipliant membre 4 membre ces trois égalités, on a

ax.bB . .my’
1= ;o————)
bB.ax.my.

mn  ax.bf

mp! " bB.ad

On adonc la normale demandée en construisant une droite issue
de m et qui soit partagée par gdo' et B en segments myp', mp dont
le rapport est déterminé.

On voit aussi de la méme maniére que, si 'on donne les courbes
décrites par les trois sommets du triangle mobile, ainsi que les
courbes enveloppées par les deux cotés am, bm, on détermine le
point e ol ab touche son enveloppe en construisant une perpendicu-
laire a cette droite, de fagon que le rapport Z—g soit égal a un rapport
déterminé. Tout cela est vrai pour un polygone variable d'un nombre
quelconque de cdtés.

Dans sa Statique, Mobius a considéré seulement le cas particulier ou
le polygone a ses cotés de grandeur constante. De pareils polygones
forment ce qu’on appelle maintenant un systéme articulé. Plus loin,
je dirai quelques mots sur les quadrilatéres articulés.

Remarquons que la construction qui donne m p. est linéaire. L’en-
semble des tracés qui conduisent & cette droite est une certaine figure
polygonale dont on peut, d’aprés ce qui précéde, déterminer les élé-
ments qui servent a définir son déplacement infiniment petit, c’est-
a-dire les tangentes aux lignes décrites par ses sommets et les points
ol les cotés touchent leurs enveloppes. Mais le point ou mp. touche
son enveloppe est le centre de courbure de (m); on a donc le moyen
de construire ce centre de courbure. Pour arriver a cette solution, on
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est conduit & se donner les centres de courbure des lignes (a) et ()
et des courbes enveloppées par les trois cotés du triangle.

On donne une ellipse (fig. 133); on prend un triangle mpg,
dont les cdtés sont la normale m ., le diamétre passant par m, et la
perpendiculaire élevée du centre de courbure p. a la normale mp. :
on demande la normale en g a la courbe décrite par ce point

lorsque m décrit Uellipse donnée.

Fig. 133.

Appelons X le centre de courbure de la développée de lellipse, g/
la normale cherchée et appliquons la formule (3), on a

d(m) mp

d(p) — ph’
a(p)  ph
d(g)  gh’
aig) _ &f

d(m)  mc
Multipliant membre & membre ces égalités, il vient

mp.gf
T mc.gh

D’aprés cela, on obtient / par cette construction : on méne du point
la paralléle pe & om, cette droite rencontre gc au point e; la perpen-
diculaire 2 o/m menée du point e rencontre la perpendiculaire A/ &
ph au point /. La droite g/ est la normale demandée.

Connaissant cette normale et sachant que p) est égal & trois fois g,
on n’a qu'a prendre le point v de facon que v soit égal & trois fois k /e
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pour obtenir en ce point v le centrede courbure de la développée de
Uellipse.

Etant donnés un point fize a et une circonférencede centre c, on
demande le centre de courbure de la courbe (m)(fig. 134, ovale de
ma

Descartes), lieu des points tels que m, pour lequel ona —7

= const. (1).

Appelons X cette constante. On trouve facilement que la tangente
m¢ en m s’obtient en joignant le point 7 au point de rencontre ¢ des

perpendiculaires at, bt aux droites am, bm, ou que la normale mn est
telle que
sinamn

Snbmn =
De cette relation on tire
PN
cosamn d.amn _ A cosbmn d.bmn,
am) aom)

désignant par p. le centre de courbure cherché et appliquant la for-
mule (2), il vient ’

1 I 1 1
WE s mi
tangamn  tangbmn
ou
2 iy

= b
matangamn  mvy tang bmn
[ tang

rvelation qui montre que, er élevant a la normale mn les perpendi-

(') Voir Annali di Matematica di Tortolini, t. I, p. 364; 1858.

i
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culaires ag, (I, on obtient sur ma, mb les points g et h, et que la
droite gh détermine p. sur mn.
8 |
La formule (1) peut s’écrire sous cette forme, donnée par Newton (1)
(fig. 130),

d(a) ae.at

d(b) " be.bt’

les droites a¢, b¢ étant les tangentes & (@) et & (b).
Si le point e est a U'infini, ¢’est-a-dire si la droite mobile se déplace
parallélement a elle-méme, on a simplement

ce qu'il est facile de voir directement.
Appliquons cette derniére formule.

On donne (fig. 135) une droite D et une courbe (a). Sur les or-
données telles que ap, paralléles entre elles, on construit des tri-
angles semblables au triangle apm ; les sommels tels que m appar-

tiennent a une courbe (m): on demande la relation entre le rayon
de courbure p,, de (m) en m et le rayon de courbure p, de (a) pour
le point a.

Il résulte immédiatement de la génération de (m) que les tan-
gentes aé, mt aux courbes («), (m) se coupent sur D.
Lorsque T'on déplace @ sur (@) la droite am reste paralléle a elle-
méme et 'on a
d(a) at
d(m)~ mt’

L’arc d(a) est égal au produit de p, par Pangle de contingence

() Tractatus de quadratura curcarum, opusculum III, p. 206.
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, L d(t
de (a) en a et, comme cet angle est égal a a( ), on a
d(t)
d(a): Pa o )
de méme
d(i)
d(m)=pom :;t .
On a alors
Pa _ at X< al
om bt ut’
et par suite, comme il est facile de le voir,
fa _ ot oml
om 083 al
Telle est la relation cherchée.
ml .
On peut remarquer que — est conslant et que cette relation s’ap—
al

plique aussi a la courbe (m) considérée comme lieu des points qui
partagent dans un rapport constant les ordonnées telles que al de la
courbe (a).

Si le point de la courbe (a) est tel que sa tangente est parallélea D,

. , . ml
la relation précédente donne simplement 27 pour le rapport des rayons

de courbure aux points correspondants de (@) et de (m). Cette cir-
constance se présente pour le point C (fig.70) de Pellipse perspective
cavaliére du cercle. Appelons ¢ le rayon de courbure de cette courbe
pour le point C. On a, d’aprés la remarque précédente,

—2
p = 0C; < (% = -COL?

On retrouve ainsi que : pour un point d’une ellipse le rayon de
courbure de cette courbe est égal av carré dudemi-diamétre paral-
léle a la tangente en ce point divisé par la distance du centre a
celte tangente.

Dans le cas particulier ot am ( fig. 135) est paralléle a D, les rayons
de courbure p, et p,, sont simplement proportionnels aux cubes des
tangentes at, mt.

On arrive au méme résultat si (@) et (m) forment une seule courbe
dont D est un diamétre. Ceci est applicable a une ellipse, donc :
En deux points d’une ellipse, les rayons de courbure sont entre eux
comme les cubes des tangentes a la courbe, qui sont issues de ces
points et qui sont [imitées a leur point de rencontre.

Voici encore quelques applications des formules précédentes.
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Un triangle rectangle aoa', mobile et variable de grandeur, a
son sommet de l’angle droit au point fixe o, son hypoténuse touche
au sommet a une courbe (a) : construire la tangente en a' a la
courbe (a') décrite par ce point lorsque a parcourt (a).

Fig. 136.

Soient ( fig. 136) a’e la normale en a’ & (a')et « le centre de cour-
bure de («) pour le point a; on a

d(a) auw
d(a) ae

Mais, en appelant «0 la variation angulaire de oa et oa’, on a

d(a)=agdd, d(a')=a'hdl,

d’olt
d(a) _ as
da') ah
Par suite
as _ ag
ae  ak’
que 'on peut écrire
aa _ a'e
ag  dh

Elevons au point @' la perpendiculaire a'l a aa’. Appelons [ le
point ot cette droite rencontre z0. On a
an pl a'e  pa

= — et

ag ~ pa a'h  ph
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Portant ces valeurs dans la relation précédente, il vient

pl _ pa

pa ~ ph

11 résulte de la que : la normale a' e est paralléle a la droite al ou
que la tangente a'a’ a (a') est la perpendiculaire abaissée de a'
sur al.

Appelons a” le point de rencontre de cette tangente avec oa et cher-
chons 'expression de oa” en fonction de oa et de I'angle w que oa fait
avec (a).

Le point a” est le point de rencontre des hauteurs du triangle faa’.
Menons og parallélement a a”¢, ¢’est-a-dire perpendiculairement a aa’'.
L’angle a"ta, coupé par les transversales oa et og donne (p. 191)

1 I I
od oa ~ ogsinw ’
Mais
oq Q . a's

— =sin?w.

7

aa  la aa
On a donc, en appelant g, le rayon de courbure de (@) en «a,

1 1 I
— o ——— .
oa oa Pq SIN3 W

Appliquons cette relation : On a ( fig. 136) des courbes (a),(a,), ...
dans un plan; on méne d’un point o une transversale qui les coupe
auz points a, a, ...;on prendsur cette droite un point m, tel que

A X .

5% = O—’—::; Aq €t h,, étant des constantes. Lorsque la tranversale
tourne autour de o, les points, tels que m, appartiennent a une
courbe (m), dont on demande le rayon de courbure p,,.

Pour une variation angulaire infiniment petite de la transversale,

T I
Dhad oo =hnd o

St =y
oa

om

on a

d’ou

Soit mm' la tangente en m a (m). On a, pour une variation angu-
laire d de la transversale oam,

—2

oa
d.oa=o0g.dd = o db,
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de méme

2

om
d.om = db.

om’
Portons ces valeurs dans la relation précédente, il vient
)\a )\l)l
2= o
Cette relation permet de construire la 'tangente m'm. Elle est de

méme forme que la relation d’ou nous sommes partis. Opérant alors
encore de la méme maniére, on a, en appelant " un point analogue

ad,
E ha  dm
oa’ om"

Mais nous avons trouvé précédemment

1 1 1 .
— = e 3
oa oa Pa SI1n° w
on a de méme
1 I 1

— ! .

" ha T3’
om om pmsind o

. ] 1 .o . . .
Introduisons ces valeurs de i dansla derniére relation, 1l vient
'L
E: )\a , 2: )\a )\m , )\m
—_— —_— = o e
oa Pasindw om Pm SIN3 @
¥ ha _ D,
oa om’

ha
2 Pa Sind w omsindo

Telle est la relation qui donne le rayon de courbure p,. Voici
quelques conséquences résultant de cette relation :

Mais

done

On a deux courbes (a),(a,). Sur une transversale issue du point
Jize o,0n prendle point m, harmonique conjuguée de o par rapport
auzx points a et a,, owt les courbes sont coupées par la transversale.
Lorsque cette transversale tourne autour de o, le point m décrit
une courbe (m), et U’on a, en conservant les notations précédentes,

I 2
2 n3w mnio
pasindw  p,sindy

Lorsque le point o est & D'infini, les transversales sont paralléles
entre elles et le point m est le milieu du segment aa,. La courbe (m)
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est alors une ligne diamétrale. La relation précédente subsiste et
permet de déterminer le rayon de courbure en un point de cette ligne
diamétrale.

Prenons une courbe géométrique A, supposons que les coefficients
constants, tels que A, soient égaux a l'unité et que ), soit égal au
degré de la courbe A. Le point m est alors, par rapport & o, le centre
des moyennes harmoniques des points @, a;, ..., ol la transversale
coupe A (p. 194). On sait, en vertu d’un théoreme div a Cotes, que la
courbe (m) est une ligne droite. Le rayon de courbure p,, est alors
infini et la relation précédente donne

Dorie=°
pasindw

Le théoréme exprimé par cette relation est duau Dr Reiss (). On
peut en déduire divers théorémes, entre autres celui qui estrelatif aux
rayons de courbure en deux points d’une conique (p. 211).

On a des courbes A, A, ... (fig. 137) dans un plan, on méne
une tangente & chacune de ces courbes parallélement & une cer-
taine direction.

.
Iig. 137.

M

Soient oa la distance du point fixe o & la tangente a A et ), unc
constante. Parallélement a toutes ces tangentes on prend une
droite dont la distance om au point o soit telle que l'on ail

E hey.0a =\, .om.

Lorsque la direction des tangentes varie, cette paralléle enve-
loppe une courbe M : quelle est la relation entre le rayon de cour-
bure p,, de M et les rayons de courbure des courbes données.

On a
E heoa = Ay om,

(1) Correspondance mathématique de Quetelet, t. IX, p. 28g.
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d’ou
E hod.oa =X, d.om.

Menons opg parallélement aux tangentes paralléles.

La droite ap estla normale en @ &4 la podaire de A par rapport a o
et mq est la normale en m & la podaire de M par rapport au méme
point. On a alors, pour une variation angulaire dw de la direction des

tangentes
d.oa =op.dw, d.om = oq.dw.

Portons ces valeurs dans la relation précédente, elle devient

-
Z hg.0p = hp.0q.

D’aprés cela, il y aentre le point ¢ etles points tels que p la méme
relation (u’entre m et les points tels que «.

Opérons, relativement aux points p, ... et ¢, comme nous venons
de le faire. Appelons « et . les centres de courbure de A etde M : on

a alors
N
2 hgod = h,,.om.

-
2 haoa=Xyom.

Retranchant terme a terme ces deux relations, il vient

Z )\a Pa= lm Pm

telle est la relation cherchée.

Dans le cas particulier ou il s'agit d’'une seule courbe géomé-
trique a laquelle on méne toutes les tangentes paralléles entre elles,
si les coefficients, tels que X,, sont égaux al'unité, on sait que M se
réduit & un point. Le rayon de courbure p,, est alors égal 4 o et la
relation précédente se réduit a

E Pa = 0.

Le théoréme exprimé par cette velation est dit @ Duhamel ().

Mais

Sur les quadrilatéres articulés. — Un quadrilatére est formé par

1) Journal de Mathématiques, 1*° série, t. IV, p. 364.
q ’ ) I 4
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quatre tiges, trois de ses sommets sont respectivement liés a des
points fizes par des tiges, construire, pour une position du quadri-
latére, la normale a la ligne que décrit le quatriéme sommet pen-
dant la déformation du quadrilatére.

abem ( fig. 138) est le quadrilatére formé par les quatre tiges ab,
ac, bm, cm. Le point @ est 1ié au point o par la tige ao; le point b est

1

|
[
1

~~

P
lié au point o’ par la tige bo’; enfin le point ¢ est 1ié au point o” par la
tige co”. Le sommet libre est m.

Le point de rencontre o des droites ao, bo’ est le centre instantané
relatif au coté ab; on a

d(a) aa

d(b)y ~ ab’
de méme

aw) _ Bo
d(m) ~ Bm’
d(m) pm
d(c) ~ pc’
d(c) ye
d(a)  ya

Multipliant membre a membre ces égalités, il vient
aa < Bbxpmxye=abxfmxpcxya.

Il résulte de cette relation, en vertu d'un théoréme connu ('), que
les diagonales ap., By du quadrilatére formé par les quatre centres
instantanés de rotation des cotés passent par les points de rencontre
p et q des cdtés opposés du quadrilatére abem (?).

(1) Cuasues, Traite€ de Géométrie supérieure, 2° édition, n° 411.
(*) PuiLies, Theorie de la coulisse de Stephenson (Annales des Mines, 1853 et
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D’aprés cela, on méne la droite pa; elle coupe o"c au point p. La
droite mp. est la normale demandée.

o

Cas particulier. — Supposons que les diagonales du quadrilatére
abem se rencontrent a angle droit (elles se coupent alors toujours a
b

angle droit pendant la déformation du quadrilatére) et que les points
0" soient confondus en un seul point o' sur la diagonale am.

On a alors (fig. 139) un systéme articulé pour lequel les points o,

~XT
T \
—= 7 \
- \ \
——de——
e T
\ 0

\
\

a, m restent toujours en ligne droite, quelle que soit la déformation
du quadrilatére.

coupe o'c au point p : la droite myp. est la normale & la courbe (m)
décrite par le sommet libre m.

Appliquons la construction précédente. Menons la droite pz, elle
L'hexagone o' bepumo’ a ses sommets sur les droites o’c et pme; en
vertu du théoréme de Pascal, les points de rencontre «, @, ¢ de ses

cdtés opposés sont en ligne droite. Il résulte de la que la normale en
m a (m) passe par le point i ot oa rencontre la diagonale be.

Comme le point ¢ ne dépend pas de la position de m sur o’'a, on

voit que, si ’on relie par des tiges aux points b et ¢ différents points
de o' a, les normales aux courbes décrites par ces points concourent
au méme point i.

Prenons, en particulier, le point m, symétrique de @ par rapport a
Brochure; Mallet-Bachelier,

1863). — W. ScueLL, Theorie der Bewegung und
der Krifte, Leipzig, 1879; — J. PeterseN, Kinematik, Copenhague, 1885, — G.
Yoxe, Sur une propricété geometrique, statique et cinématique des polygones
articulés (Comptes rendus de ’Institut royal lombard, 12 mars 1885).
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bc, la normale a la courbe (m,;) décrite par ce point est im,;. De la
connaissance de cette normale, on peut déduire que (m,) est une cir-
conférence de cercle dont le centre est le point ot ¢m, rencontre
00’5 mais nous allons démontrer directement cette propriété. Suppo-
sons que 'on décrive une circonférence du point ¢ comme centre avec

J—— ) —_3

¢a pour rayon, on a o'a x o'm; =o' ¢ — ca = const.

La courbe (m) est donc la transformée par rayons vecteurs réci-
proques (1) de la circonférence décrite par «, c’est-a-dire une circon-
férence de cercle dont le centre est sur o’ o et telle que le rayon m; v
ct le rayon ao soient également inclinés sur omy.

Si oa est égal a 00’, alors im, est paralléle & oo', et m,; décrit une
droite perpendiculaire a4 oo’ (?).

La circonférence décrite du point ¢ comme centre avec ia pour
rayon est tangente aux circonférences (a) et (m,). Le lieu () des
points, tels que ¢, est alovs le lieu de points également distants des
deux circonférences : c’est donc une conique.

La tangente en ¢ & cette courbe est t0. On voit ainsi que la diago-
nale be enveloppe une conique.

Prenons le symétrique m, de m par rapport & be, et formons avec

(') La transformée par rayons vecteurs réciproques d’une figure donnée est la
figure qu’on obtient en portant, & partir d’un point ou pole fixe, sur les rayons
vecteurs partant de ce point et aboutissant aux points de la figure donnée, des
longueurs inversement proportionnelles aux longueurs de ces rayons vecteurs.
C’est en 1836 que M. BeLravitis a fait connaitre ce mode de transformation. Ln
1843, M. Stusps I'a trouvé de son coté et a publi¢ un Mémoire : On the appli-
cation of a new method to the Geometry of Curves and curve Surfaces (Philo-
sophical Magazine, t. XXIII). A la suite d’'un Mémoire de Sir W. Tuousox, Liou-
vite (Journal de Mathématiques, 17 série, t. XI1) a étudié ce mode de trans-
formation, auquel il a donné le nom actuel de transformation par rayons
vecteurs réciprogues. 11 a trouvé que, par une scule transformation, on peut
obtenir le résultat de transformations successives. Jai démontré géomélrique-
ment cette trés belle propriété dans le Journal de Mathématiques, 2° séric,
t. XVI. M. A. Hirst a employé ce mode de transformation dans son Mémoire
Sur la courbure d’une série de surfaces et de lignes (Annali di Matemaltica,
t. 1I). On trouve I'exposition ¢lémentaire de ce mode de transformation dans I'Ou-
vrage de M. P. Serrer : Des méthodes en Gcomdtrie, p. 21, et dans le Traitd de
Géometrie de MM. Roucug et e Comseroussk, 1*° Partie, p. 247, et II¢ Partie, p. 272.

(*) Ce systéme articulé, composé de sept tiges, au moyen duquel on peut tracer
une circonférence ou une droite, est dit au général Peaucellier, qui I'a découvert
cn 1864. Depuis, MM. Harr et Kenpe ont fait connaitre, pour le méme objet, des
systémes articulés composés de cinq tiges. Le professcur J.-J. SyLvestir a fait, a
PInstitution royale de la Grande-Bretagne, unc Lrés intéressante lecture qui a pro-
voqué de nombreux travaux sur les systémes articalés. [ Voir Licuise, Liste des
travauz sur les compas composés ( Bulletin des Sciences mathématiques, 1883). ]
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des tiges le losange mcm,b. Lorsqu'on déforme le systéme & tiges,
les points m et m, font partie d’une courbe qui rencontre la droite o'
aux deux positions de m et m, qu'on obtient en amenant le point dé-
crivant sur la droite o’ . La courbe (m) est donc du quatriéme ordre.

On a

2 —_2 —_

2 =

omx>xomy=01 —im =o' c —cm = const.

La courbe (m) est donc une anallagmatique du quatrieme
ordre (1).

Décrivons du point { comme centre une circonférence avec im pour
rayon. Appelons G cette circonférence, elle est tangente en m et m, a

—2 —2 2 2

Panallagmatique (m). Mais, comme o'i —im ==o0'c¢c — cm , celle
circonférence coupe orthogonalement la circonférence décrite du

point o' comme centre avec un rayon égal a \/(70-2_0172‘ On peut
dire alors que l’anallagmatique du quatriéme degré (m) est l’en-
veloppe de circonférences dont les centres sont sur la conique (i)
et qui coupent orthogonalement une circonférence donnée (*).

Si le point décrivant est my, syméirique de o' par rapport a be,
alors (m;) est une podaire de conique, car cette courbe est sem-
blable a la courbe lieu du point de rencontre des diagonales am, bc,
et cette courbe est la podaire de o’ par rapport a la conique (7).

Cherchons sur la normale m¢ le point e centre de courbure de
Uanallagmatique (m). Pour un déplacement infiniment petit du
quadrilatére articulé, le triangle aim se déforme et le point ¢ se dé-
place sur la tangente b a la conique (7).

Elevons en o la perpendiculaire o/ & of, cette droite coupe en j la
paralléle & menée du point 7 a o'm. On a

d(a) ao
ai) — G

Du centre de courbure cherché élevons la perpendiculaire el a im,
cette droile coupe en / la droite /. On a

Gy il

d(m)  me

Elevons du point o' une perpendiculaire a o'm, cette droite coupe

(*) M. Mocrarp a donné le nom d’anallagmatique a une courbe qui se lrans-
forme en elle-méme par rayons vecteurs réciproques.

(2) Cette génération des anallagmatiques du quatriéme degré est due a
M. MouTARD.
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en r et ¢ les droites mi, ao. On a

d(m) mr
d(a) ~ ag

Multiplions membre & membre ces trois égalités, il vient
ao X il X mr =1ij X me < aq.

Appelons © et ¢ les angles que font ia et im avec ib; on a

. e mo’ .. 70 ao’
U= ——, mr=—,; ij=-—) aq= —
sin o sino sinw sinw

Portant ces valeurs dans la relation précédente, il vient

ao < iexo'm _ if X me < ao'

in?2 1n2
smcp S1n= w

Le triangle aim, coupé par la transversale o’ og, donne
ao X ig X mo'= to X< ao' <X mg.

Par suite, la derniére relation devient

mg
g __sin?¢
me = sinfw
e

Coupons le faisceau 0’7, o'm, o'e, o' g par la paralléle & a o' m.
Le rapport anharmonique qui est dans le premier membre de la

. !
. , o, ’ . le
derniére égalité est égal a 7 (p- 193). On a alors
e’ sin2w = tg’' sin?o,

et, par suite, on construit ¢’ de la maniére suivante : on abaisse de g’
une perpendiculaire sur mi; du pied de cette droite on abaisse une
perpendiculaire sur ig’; cette derniére droite rencontre i@ en un point
’ot1 'on éléve une perpendiculaire a i@ : cette perpendiculaire coupe
g’ au point ¢'. Il suffit maintenant de mener la droite ¢'o’ : elle ren-
contre mi au centre de courbure demandé.

Si I'on applique cette construction & la courbe (72,), on trouve que,
quelle que soit la position du quadrilatére, le centre de courbure est
toujours sur o' 0. Ce centre de courbure est alors unique, et nous re-
trouvons que la courbe (m,) est une circonférence de cercle.
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L’appareil du général Peaucellier se construit en prenant un lo-
sange abem (fig. 140) comme quadrilatére articulé. Cherchons, dans
ce cas, les rapports des chemins élémentaires parcourus par les som-
mets opposés du losange ().

Prenons d’abord les sommets @ et m. Les segments des normales at,

o

mi aux courbes () et (m), compris entre @ ou m et la perpendiculaire
élevée en o' & o'm, sont entre eux comme leurs projections o’ @, o' m,
puisqu’ils sont également inclinés sur o’ m. On a donc

d(a) da
d(m) om

Les sommets ¢, b décrivent des arcs de cercle. Les arcs élémentaires
décrits par ces points sont entre eux comme les segments comipris sur
co', bo' entre ¢ ou b el les points ou la perpendiculaire élevée en ¢ ach
renconlre ¢o’, bo'. Mais ces segments sont également inclinés suv ¢b :
on a alors

d(e) ct

am) W

(') Voir a ce sujet, dans les Nouvelles Annales de Mathematiques, 2° séric,
t. XX, p. 456, 3° série, L. TIT, p. 199 des Notes de M. o’Ocscxe, et dans le méme
Recueil, 3° série, t. I, p. 153, un Article de M. Licui~r.
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SEIZIEME LECON.

SURFACES ENVELOPPES. — SURFACES REGLEES.

Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique. — Méthode des enveloppées cirv-
conscrites par la détermination des lignes d’ombre ou dec perspective. —
Perspective cavaliére d’une sphére. — Surface enveloppe d’un plan mobile. - -
Surfaces réglées. —— Surfaces gauches. — Cone directeur. — Surfaces déve-
loppables.

Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique ('). — Le lieu des
positions successives d’une ligne qui se déplace en se déformant
suivant une certaine loi est une surface. On peut aussi considérer
une surface quelconque (S) comme 'enveloppe d’une surface va-
riable (E); voici en quoi consiste ce mode de génération.

Concevons des surfaces (E) construites au moyen d'un méme
mode de génération dépendant d’un seul élément variable. Deux
surfaces (E), infiniment voisines, déterminent par leur intersec-
tion une ligne E : le lieu des lignes, telles que E, est une surface (S)
qui est U'enveloppe des surfaces (E).

Les surfaces (E) sont les enveloppées de (S).

La courbe E est la caractéristique de la surface enveloppe (S).

Chagque enveloppée est tangente & Uenveloppe le long de la
5 5
caractéristique.

Pour montrer qu'il y a contact de 'enveloppe (S) et de 'enve-
loppée en un point m de la caractéristique, menons des plans par
ce point m. Chacun de ces plans coupe les enveloppées de (S), infi-
niment voisines, suivant des courbes infiniment voisines dont ’en-
veloppe est la ligne d’intersection du plan sécant et de la sur-
face (S). Mais cette ligne enveloppe est tangente a ses enveloppées;

(') Moxce, Analyse appliquce a la Géometrie.
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on a donc, a partir du point m, quel que soit le plan sécant mené
par ce point, la courbe d’intersection avec la surface (S) qui est
tangente & la courbe d’intersection du plan sécant et de l'enve-
loppée. Le plan tangent en m ala surface enveloppe et a 'enve-
loppée est donc le méme.

Cela est vrai pour tous les points de la caractéristique; c’est ce
que l'on exprime en disant que la surface enveloppe et l'une de
ses enveloppées sont circonscrites Uune & Uautre le long de la
caractéristique.

Une surface peut, de bien des maniéres, étre considérée comme
enveloppe. Le tore peut étre engendré par une sphére de grandeur
invariable qui tourne autour d’une droite; dans ce cas, les enve-
loppées du tore sont des sphéres égales; les caractéristiques sont
les méridiens du tore. On peut encore considérer le tore comme
Penveloppe de sphéres dont les centres sont sur I’axe de révolution;
on a une série de sphéres inégales, et deux sphéres infiniment voi-
sines se coupent suivant un paralléle du tore.

Cette deuxiéme maniére de considérer le tore comme enveloppe
de sphéres est applicable & une surface de révolution quelconque;
nous allons faire usage de cette remarque a propos du probléme
suivant :

Déterminer {’intersection de deux surfaces de révolution dont
les axes se rencontrent.

Projetons les deux surfaces (fig. 141) sur un plan paralléle aux
axes. Pour construire un point de la ligne d’intersection, on décrit
une sphére dont le centre est au point de rencontre de ces axes;
cette sphére coupe chacune des surfaces de révolution suivant un
parallele; les plans de ces paralltles sont perpendiculaires au plan
de projection. Ces paralléles sont alors projetés suivant de simples
droites, et le point de rencontre m de ces droites est un point de
la projection de la ligne commune aux deux surfaces.

Les surfaces étant de révolution peuvent étre considérées comme
P'enveloppe de sphéres’ qui les touchent le long de leurs paralléles.
Le contour apparent de la sphére, qui touche I'une des surfaces de
révolution le long du parallele ab, est une circonférence de cercle
doublement tangente aux points a et b i la ligne de contour appa-
rent de la surface de révolution. De méme, pour l'autre surface
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de révolution, le contour apparent de la sphére qui touche cette
surface le long du paralléle ¢d est une circonférence de cercle tan-
gente aux points ¢ et d au contour apparent de cette surface. Aux
points de la ligne d’intersection des deux surfaces projetés en m,
ces sphéres ont respectivement les mémes plans tangents que les
surfaces dont elles sont les enveloppées; leur ligne d’intersection
est donc tangente alaligne d’intersection des deux surfaces. Mais
la ligne d’intersection de ces deux spheres est un petit cercle dont
le plan est perpendiculaire au plan de projection et qui se projette
suivant la corde ef; la droite ef doit donc passer par le point m, et

elle est la tangente en ce point & la projection de la ligne d’inter-
section des deux surfaces.

Au point de rencontre g’ dans I'espace des lignes de contour
apparent des deux surfaces, les plans tangents a ces surfaces sont
perpendiculaires au plan de projection; la tangente a la courbe
d’intersection des deux surfaces se projette donc en un point g et
cette courbe est alors projetée sur un plan perpendiculaire a 'une
de ces tangentes; la tangente au point g & cette projection est, par
suite, dans le plan osculateur de la courbe au point g’.

Cette tangente au point g s’obtient en appliquant la construction
que nous venons de donner pour le point m. On prend le parallele
de chacune des surfaces qui passe par le point g’, puis les sphéres
tangentes & ces surfaces le long de ces paralleles, et la projection
du petit cercle, intersection de ces sphéres, est la tangente au
point g.

15
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Si les deux surfaces sont, par exemple, des ellipsoides, la ligne
de I'espace est une ligne du quatri¢éme ordre ; mais, le plan des axes
étant un plan de symétrie, les points de cette ligne se projettent
deux & deux en un méme point, et la projection de la courbe de
Pespace est alors un arc de section conique.

Cette courbe est d’'un méme coté par rapport & sa tangente au
point g'; le plan osculateur de la courbe de 'espace en g’ ne la tra-
verse pas; ce plan osculateur a donc au point g, avec cette courbe,
quatre points infiniment voisins communs.

Il est facile d’arriver autrement a ce résultat.

Il y a deux points de la courbe de 'espace projetés en m; en ces
points, la circonférence projetée suivant ef est tangente & la ligne
d’intersection des deux surfaces.

Lorsqu’on suppose que les points projetés en m se rapprochent
du point g’, on a constamment une circonférence, analogue a celle
qui est projetée suivant ¢f, doublement tangente a la ligne d’inter-
section de I'espace. Lorsqu’on arrive au point g/, les quatre points
communs de cette circonférence avec la courbe d’intersection sont
réunis en ce point; on a donc au point g’ une circonférence ayant
avec la courbe quatre points infiniment voisins communs. Cette
circonférence est le cercle osculateur de la courbe; son plan est
un plan osculateur qui a avec la courbe quatre points infiniment
voisins communs et qui laisse la courbe d’'un méme coté.

Méthode des enveloppées circonscrites pour la détermination des
Tignes d’ombre ou de perspective. — En exposant dans la premiére
Lecon les méthodes générales & 'aide desquelles on détermine les
ombres, nous avons laissé de c¢dté une méthode que nous allons
maintenant développer sous le nom de méthode des enveloppées
circonscrites.

Soit & déterminer laligne d’ombre sur une surface (S) (fig. 142).

Considérons cette surface comme l'enveloppe d’une série de sur-
faces, et soit G une caractéristique de (S). Cherchons le point de
la ligne d’ombre situé sur C. Pour cela, déterminons la ligne
d’ombre sur I'enveloppée qui touche (S) le long de la caractéris-
tique C. Cette ligne d'ombre est une courbe qui rencontre G au
point m. Le point m est un point de la ligne d’ombre sur (S),
car le plan tangent au point m passe par le point lumineux,
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puisque le point 7 est un point de la ligne d’ombre de 'envelop-
pée de (S).
I est clair que cette méthode n’est simple que si la construction

Fig. 142,

des lignes d’ombre est facile sur les enveloppées particuliéres que
Ion considére pour déterminer la ligne d’ombre sur (S).

Ce que nous disons & propos des ombres est applicable en per-
spective. Si une surface est considérée comme enveloppe, un point
de la ligne de contour apparent de cette surface se détermine en
prenant la rencontre d’une de ses caractéristiques avec la ligne de
contour apparent de 'enveloppée qui la touche suivant cette carac-

téristique.

Appliquons cela & la recherche de la perspective cavaliére d’une
sphere.

Perspective cavaliére d'une sphére. — Tracons la perspective du

grand cercle horizontal de cette sphere (fig. 143). Considérons

Fig. 143.

cette surface comme 'enveloppe de cénes de révolution dont les
sommets sont sur le diamétre FI', perpendiculaire au plan du
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tableau. La ligne de contact de I'un de ces cones avec la sphére est
le cercle de front décrit sur la corde ab; le sommet du cone est le
point de rencontre s des tangentes en « et b & la perspective du
grand cercle horizontal. Le petit cercle de front, décrit sur ab
comme diamétre, est la caractéristique G.

* Les lignes de contour apparent du cone sont les tangentes a ce
petit cercle de front menées du point s. Les points de contact 72 et
n de ces tangentes sont alors, d’aprés ce que nous venons de voir,
des points qui appartiennent a la ligne de contour apparent de la
sphére; les points m et n sont donc des points de I'ellipse perspec-
tive cavaliére de la sphére.

Nous pouvons maintenant compléter un théoréme que nous
avons énoncé précédemment. Nous avons dit (p. 125) que si 'on
prend une ellipse et des cordes telles que @b, paralléles a une di-
rection donnée, les circonférences décrites sur ces cordes comme
diamétres ont pour enveloppe une ellipse; nous pouvons ajouter
qu’on obtient, sur I'une de ces circonférences, les points ou elle
touche cette enveloppe en déterminant le péle s de la corde ab,
par rapport a l'ellipse donnée, et en prenant la polaire du point s
par rapport & la circonférence décrite sur ab : cette polaire coupe
cette circonférence aux points m et n, qui sont les points de-
mandés.

Surface enveloppe d'un plan. — Parmi les surfaces simples qu’on
peut considérer comme enveloppes, on peut prendre 'enveloppe
d’un plan mobile. Dans ce cas, la caractéristique est une droite, et
la surface enveloppe touche le plan mobile dans une de ses posi-
tions suivant la caractéristique qui est sur ce plan. Cette surface
enveloppe peut étre considérée comme le lieu des caractéristiques,
par conséquent comme un lieu de droites : ¢’est alors une surface
réglée. On désigne sous le nom de surfaces réglées les surfaces
engendrées par une droite.

La surface enveloppe d’un plan est une surface réglée qui,
d’aprés ce qui précede, jouit de cette propriété : le plan mobile,
dans chacune de ses positions, est tangent & la surface tout le long
d’une génératrice.

Comme exemple de surface enveloppe de plan, on peut prendre
I’enveloppe des plans normaux a une courbe gauche. Cette enve-
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loppe est le lieu des intersections des plans normaux successifs de
la courbe donnée. Le plan normal en @ & la courbe gauche est per-
pendiculaire 4 la tangente en «; de méme, pour le point b, le plan
normal est perpendiculaire a la tangente en 6 a la courbe gauche.
La droite d’'intersection de ces plans normaux est alors perpendi-
culaire & un plan paralltle & la tangente en « et a la tangente en b.
Si le point 4 est infiniment voisin du point @, on sait que le plan
mené par la tangente en @ parallelement a la tangente en b est le
plan osculateur de la courbe; donc la caractéristique du plan nor-
mal en @ est perpendiculaireau plan osculateur de la courbe gauche;
en outre, elle passe par le point de rencontre de la normale prin-
cipale en @ avec le plan normal en b, qui est le centre de courbure
de la courbe. Cette caractéristique est alors la droite que nous
avons appelée 'axe de courbure de la courbe gauche.

Ainsi, la surface enveloppe des plans normaux & une courbe
gauche est la surface formée par les axes de courbure de cette
courbe.

SURFACES REGLEES.

Surfaces gauches. — La surface enveloppe d’un plan mobile nous
améne a faire une premiére étude des surfaces réglées.

G (fig. 144) est la génératrice d’une surface réglée, G' la géné-
ratrice infiniment voisine de celle-ci. Menons la perpendiculaire
commune 00’ & G et G'; la limite des positions du pied o de cette
perpendiculaire sur G est ce qu’on appelle le point central (*).
Sur chaque génératrice il y a un point central; le lieu de ces points
centraux est ce qu'on appelle la ligne de striction de la surface
réglée. Il ne faut pas croire, d’aprés la définition du point cen-
tral, que la ligne de striction rencontre a angle droit les généra-
trices.

Le plan de G et de la perpendiculaire commune 0o’ est ce qu’on
appelle le plan central pour la génératrice G.

(') CuasLes, Mémoire sur les surfaces engendrées par une ligne droite
( Correspondance mathématique et physique de Quetelet, t. XI).
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Par le point o' menons une parallele G, a G; par un point a de
G menons un plan perpendiculaire & cette droite. Ce plan ren-
contre Gy au point b et G’ au point ¢. G/ étant une génératrice infi-
niment voisine de G, le point ¢ est infiniment voisin du point «,
et la droite ac est la tangente en @ a la ligne d'intersection de la
surface réglée et du plan mené en @ perpendiculairement a G; le
plan de G et de la droite ac est alors le plan tangent en « ala sur-
face réglée.

Cherchons la tangente de P’angle § que ce plan tangent fait avec

le plan central; on a
tangl = %- .
® ab
En désignant par / la distance du point o au point @, par ¢
Pangle que font entre elles les génératrices G et G/ ou, ce qui re-
vient au méme, l'angle de G’ et de Gy, on a

ltango
ab ’

tang 0 =

ab étant la longucur de la perpendiculaire communc a G et G/,
perpendiculaire que nous désignons par p, on a done

tangf = —l tanga
. P
ou bien
tang 0 = L ,
P
G

en substituant Pangle & la tangente, ces deux quantités différant
d’un infiniment petit d'ordre supérieur.
p et o sont des infiniment petits; si nous les supposons de méme

ordre, le rapportg est fini. Nous le représenterons par A; & est ce
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gu'on appelle le paramétre de distribution des plans tangents
a la surface réglée pour la génératrice G.

14 ., .
La formule tangl = 7 montlre que, pour une génératrice G, la

tangente de Uangle que le plan tangent en un point de G
Jait avec le plan central est proportionnelle a la distance
du point que Uon considere aw point central sur cette géné-
ratrice.

Il suffit de faire varier { pour déterminer les différentes valears
de tangl, et par suite pour voir comment varie le plan tangent & la
surface réglée lorsque I'on prend successivement différents points
de la génératrice G.

Lorsque [ est infini, tangh est infini : le plan tangent est alors
perpendiculaire au plan central, il est parallele ala génératrice infi-
niment voisine de G; / diminuant, ’angle § diminue.

Lorsque [ est égal a £, tangf est égal a 1; Pangle § est alors égal
4 45°. On peut dire aussi : Le plan mené par G, qui fait avec le
plan central un angle de 45°, touche la surface réglée en un
point dont la distance au point central est un segment égalau
paramétre de distribution des plans tangents.

Lorsque [ est égal a zéro, le plan tangent coincide avec le plan
central. Lorsque «, continuant & se déplacer sur la génératrice,
passe de l'autre c6té du point o, on trouve alors des plans qui
sont, par rapport au plan central, symétriques des plans qu’on
avait trouvés pour les points de G d’abord considérés. Et si I'on
suppose le point ¢ a I'infini, on retrouve alors un plan perpendi-
culaire au plan central.

Nous voyons qu’a un point partant de I'nfini sur G, et parcou-
rant cette droite jusqu’a l'infini, correspond un plan tangent qui
tourne autour de G; ce plan coincide avec le plan central lorsqu’il
a tourné d’un angle droit; puis il continue son mouvement de
rotation, et il coincide avec le plan tangent au point qui est a
Uinfini sur G aprés avoir tourné de deux angles droits.

On voit que, lorsque & estfini,)’on a une surface réglée dont les
plans tangents sont différents pour les divers points de la géné-
ratrice G et telle que tout plan mené par G la touche en un point
de cette droite. Cette surface réglée fait partie d’une classe de sur-
faces & laquelle on donne le nom de surfaces gauches.
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Ce que nous venons de trouver peut se voir géométriquement
au moyen de la construction de P’angle 0.

Elevons au point central o de G une perpendiculaire oy égale
au paramétre & et menons la droite ya.

Dans le triangle yoa, on a

!l =oytangoya:

donc I'angle oy a est égal a 0.

Pour un autre point @, de G, on obtient de méme I'angle 6, cor-
respondant.

En prenant la différence de ces angles, on trouve que :

Langle sous lequel on voit du point vy un segment de G est
égal a Uangle compris entre les plans qui touchent (G) aux
extrémités de ce segment.

Jappelle y le point représentatif de I'élément de surface (G) le
long de G (*).

Jusqu’a présent nous avons supposé que le paramétre & est fini;
supposons maintenant que % soit infini, ¢’est-a-dire que o soit
infiniment petit par rapport & p. On a alors sur la surface réglée
une génératrice analogue aux génératrices des surfaces cylin-
driques, c’est-a-dire parallele a la génératrice infiniment voisine.

Pour une pareille génératrice, tangl = ;f;; par conséquent, tang
est nul pour tout point de la génératrice a distance finie du point
central; pour ces points, le plan tangent coincide alors avec le
plan central. Pour un point a I'infini, on ne peut pas dire quelle
est la direction du plan tangent; tout plan mené par la génératrice
et qui n’est pas confondu avec le plan central doit étre considéré
comme tangent a l'infini.

Si k est nul, c’est-a-dire si p est infiniment petit par rapport
\ l i .
a o, tangfl = c;ona alors une génératrice pour laquelle tangf est

infini pour tout point & distance finie du point central; les plans
tangents pour ces points sont confondus avec le plan tangent au
point qui est a I'infini; le plan tangent est unique tout le long de
cette génératrice. Lorsque / est nul, on ne peut pas dire quelle est

(*) Voir mon Memoire d’Optique geometrique (loc. cit).
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la direction du plan tangent; tout plan mené par la génératrice et
qui n’est pas confondu avec leplan tangent unique le long de cette
droite doit étre considéré comme langent au point central.

Lorsque & est constamment nul ou infini pour les différentes
génératrices, on a unc surface appartenant & une deuxiéme classe
de surfaces pour lesquelles le plan tangent est le méme le long de
chaque génératrice. On désigne ces surfaces sous le nom de sur-
Jaces développables.

Dans cette classe de surfaces, a 'exception des surfaces cylin-
driques, on ne trouve que celles pour lesquelles p est infiniment
petit par rapport a o. En nous reportant a ce que nous avons dit
relativement a la plus courte distance des tangentes a une courbe
gauche, qui sont infiniment voisines, il en résulte que le lieu des
tangentes @ une courbe gauche est une surface développable,
et que ['enveloppe d’un plan mobile, en supposant que cette
enveloppe ne soit pas une surface cylindrigue, est une surface
telle que la plus courte distance de deux génératrices est infini-
ment petite par rapporta l’angle que ces droites comprennent
entre elles.

Nous allons montrer que cette surface enveloppe d’un plan
mobile est le lieu des tangentes & une courbe gauche.

Soient G et G’ (fig. 145) deux génératrices d’une surface ré-
glée, a le point central sur G, @' le point central sur G'; ada’ est
alors un arc de la ligne de striction; aa’ est du méme ordre que
V'angle de G et de G'. Sinous supposions aa’ infiniment petit d'un
ordre supérieur, nous aurions une génératrice G analogue & une
génératrice de surface conique.

Ecartons ce cas. Prenons la perpendiculaire 00’ commune a G
et G/, menons par le point o' une paralléle G, a G, abaissons du
point @ la perpendiculaire ac sur G, et du point ¢ la perpendi-
culaire ¢b sur G’. Il résulte de cette construction que ab est per-



234 SECONDE PARTIE. — SEIZIEME LEGON.

pendiculaire & G'. Le point «, étant le point central sur G, est a une
distance infiniment petite du point o, puisque ce point @ est la
limite des positions du point o lorsque G’ se rapproche infiniment
de G. Le segment «c est infiniment petit du premier ordre, ainsi
que 0'c; bc est un infiniment petit d’ordre supérieur au premier;
alors, daus le triangle ach, ab est un infiniment petit de méme
ordre que ac, et par suile de méme ordre que ad’. 1l en résulte
que dans le triangle aba’ 'angle en @' est un angle fini; la ligne de
striction coupe donc les génératrices sous des angles finis. Clest le
cas des surfaces gauches.

Si ac est d’ordre supérieur au premier, il en est alors de méme
de ab; le segment ab est infiniment petit par rapport a ad/, I'angle
en « estinfiniment petit, et la ligne de striction est tangente a la
génératrice. Ainsi, lorsque, quelle que soit la généralrice, sa dis-
tance & la génératrice infiniment voisine est infiniment petite par
rapport a 'angle de ces droites, on peut dire que les génératrices
de la surface sont tangentes & une courbe gauche.

En résumé, les surfaces de la deuxiéme classe, en exceptant
les surfaces cylindrigues et les surfaces coniques, peuyent étre
considérées comme le lieu des tangentes & une courbe gauche.

Nous sommes ainsi amenés, pour étudier les surfaces développa-
bles, & prendre la surface formée par les tangentes & une courbe
gauche. Définissons d’abord ce qu’on appelle le céne directeur
d’une surface réglée.

Gone directeur. — Si d’un point s de I'espace on méne des paral-
léles aux tangentes d’'une courbe gauche, on obtient une surface
conique, que nous avons déja considérée a propos de I'hélice, et
(ui, par rapport a la surface développable lieu des tangentes a la
courbe gauche, prend le nom de cdne directeur (). Cette expres-
sion de cone directeur est employée d’une maniére générale lorsque,
pour une surface régiée quelconque, on prend le céne lieu de

(*) L’intersection de ce cone directeur et d’une sphére dont le centre est au
sommet de ce cone est la courbe que M. P. Sgrrer a nommée indicatrice spherigue
de la courbe gauche et dont il a montré I'utilité ( Théorie nouvelle géometrique
et mécanique des lignes a double courbure, p. 75; 1860).
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droites menées d’un point fixe parallelement aux génératrices de la
surface réglée.

Lorsqu’il s’agit d'une surface développable, & une génératrice G
correspond sur le cone directeur une génératrice sg qui lul est
parallele, et le plan tangent a la surface développable le long de G
est paralléle au plan tangent au cone le long de sg; le cOne direc-
teur de la surface développable peut donc étre considéré comme
P’enveloppe des plans menés du point s parallélement aux plans
tangents de la surface développable.

Dans le cas d’une surface gauche, & une génératrice G corres-
pond sur le cOne une génératrice sg'; le plan tangent au cone le
long de sg est paralléle au plan tangent ala surface gauch<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>